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Kumpulan tiedekirjasto
Työn keskeisenä tavoitteena on osoittaa, että jokaisen kompaktin ja yhtenäisen moniston perusryh-
mällä on äärellinen esitys virittäjien ja relaatioiden avulla. Teoriapohjana käytetään metristen sekä
yleisten topologisten avaruuksien teoriaa, jolloin kaikki tutut käsitteet, kuten jatkuvuus ja yhtenäi-
syys oletetaan tunnetuiksi. Työn ensimmäisessä luvussa käsitellään homotopiateorian perustiedot,
jossa aluksi esitellään yleisen homotopian sekä polkuhomotopian käsitteet, minkä jälkeen siirrytään
avaruuden perusryhmän määritelmään, ja määritellään kahden avaruuden perusryhmän välinen
indusoitu homomorfismi. Tämän jälkeen siirrytään peitekuvausten, peiteavaruuksien sekä peitet-
ransformaatioiden tarkasteluun, ja osoitetaan kuvauksen noston avulla, että yhtenäisen ja lokaalisti
polkuyhtenäisen avaruuden perusryhmä on isomorfinen sen universaalipeiteavaruuden automorfis-
miryhmän kanssa. Lopuksi tarkastellaan vielä topologisten monistojen määritelmää, ja osoitetaan,
että jokaisella yhtenäisellä monistolla on olemassa lokaalisti polkuyhtenäinen ja metristyvä univer-
saalipeiteavaruus.
Työn toisessa luvussa tutustutaan lyhyesti topologisten transformaatioryhmien teoriaan, ja
määritellään vahvan toiminnan käsite. Luvun aluksi määritellään ryhmän toiminnan sekä topolo-
gisen ryhmän käsite. Tämän jälkeen määritellään topologisten transformaatioryhmien käsite sekä
rata-avaruuden käsite, ja näytetään, että rata-avaruuteen liittyvä kanoninen projektio on avoin ku-
vaus. Sen jälkeen siirrytään tarkastelemaan vahvan toiminnan käsitettä kahden eri määritelmän
avulla, ja näytetään, että sopivilla oletuksilla ne yhtyvät toisiinsa. Luvun lopuksi palataan vielä
edellisessä luvussa määriteltyihin peitetransformaatioiden käsitteeseen, ja osoitetaan, että yhtenäi-
sen moniston kaltaisella avaruudella, jolle löytyy sopiva universaalipeiteavaruus, on olemassa vahva
automorfismiryhmän määrittelemä toiminta kyseisessä universaalipeiteavaruudessa, ja tämän toi-
minnan määrittelemä rata-avaruus on kompakti.
Työn viimeisessä luvussa tarkastellaan perussysteemejä sekä vapaita ryhmiä, ja osoitetaan, että
sopivilla oletuksilla annetulle ryhmälle löytyy äärellinen esitys. Luvun alussa määritellään topo-
logiseen transformaatioryhmään liittyvä perussysteemi sekä tähän perussysteemiin liittyvä tekijä-
avaruus, minkä jälkeen osoitetaan, että sopivilla oletuksilla tämä tekijäavaruus on metristyvä ja
siihen liittyvä toiminta on peitekuvaus. Tämän jälkeen siirrytään tarkastelemaan vapaan ryhmän
käsitettä, ja osoitetaan, että se on hyvin määritelty, jonka jälkeen määritellään ryhmän esitys. Lu-
vun lopuksi määritellään perusjoukon käsite, ja osoitetaan useamman välituloksen avulla, että an-
netulle ryhmälle, joka toimii sopivalla ominaisuuksilla varustetussa avaruudessa, löytyy äärellinen
esitys. Lisäksi tutustutaan vielä parakompaktien avaruuksien käsitteeseen, ja näytetään, että tie-
tyistä edellisen lauseen oletuksista voidaan luopua, jos ryhmän toiminta avaruudessa on vahva, ja
rata-avaruus tunnetaan kompaktiksi. Yhdistämällä edellisissä luvuissa esiintyneitä tuloksia tähän
tulokseen saadaan osoitetuksi, että jokaisen kompaktin ja yhtenäisen moniston perusryhmällä on
äärellinen esitys.
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Johdanto
Tämä työ perustuu pääosin ohjaajani Erik Elfvingin vuosina 2012 ja 2013 järjestämiin al-
gebrallisen topologian kursseihin, ja sen tavoitteena on osoittaa, että annetun kompaktin
ja yhtenäisen monistonM perusryhmälle voidaan löytää äärellinen esitys ns. virittäjien ja
relaatioiden avulla. Työn pääpaino on sekä homotopiateoriassa että topologisten trasfor-
maatioryhmien teoriassa, joista molemmista tarvittavat perustiedot annetaan luvuissa 1
ja 2. Varsinainen päätulos nojaa ns. vapaiden ryhmien teoriaan, joiden käsittely tapahtuu
luvussa 3, mutta sitä ennen tarvitaan kuitenkin oleellisia tietoja ns. perussysteemeistä. Lu-
vun 3 loppu eteneekin vapaista ryhmistä tiettyjen erikoislauseiden kautta parakompaktien
avaruuksien maailmaan, josta haluttu esityslause saadaan aiemmissa luvuissa osoitettujen
tulosten avulla.
Työn luonteen vuoksi oletamme lukijalla olevan jonkin verran perustuntemusta sekä
yleisestä topologiasta että ryhmien teoriasta. Tarvittavat perustiedot näistä aiheista voi
löytää mm. J. Väisälän topologian oppikirjoista [13] ja [14] sekä J. Rämön ja J. Häsän
algebran oppikirjasta [7]. Lisäksi käytetyn aineiston vuoksi oletamme tässä työssä kaikki
ympäristöt olemaan aina avoimia joukkoja.
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Luku 1
Homotopiateorian perusteet
Tässä luvussa tutustumme lyhyesti muutamiin homotopiateorian perusmääritelmiin ja
-tuloksiin. Kaikki esiteltävät tulokset todistuksineen löytyvät mm. J. Väisälän kirjasta
Topologia II [14] sekä W. Fultonin kirjasta Algebraic Topology A First Course [5], minkä
vuoksi sivuutamme nämä todistukset antamalla lähdeviitteen. Mikäli lukijaa kiinnostaa,
suosittelemme syvällisempää tutustumista yllämainittuihin teoksiin sekä myös muuhun
alan kirjallisuuteen. Hyvänä vaihtoehtona ehdotamme A. Hatcherin kirjaa Algebraic To-
pology [6].
1.1 Homotopia ja polkuhomotopia
Aloitamme määrittelemällä homotopian käsitteen. Sitä ennen palautamme mieleen jatku-
vien kuvausten määritelmän. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia, ja olkoon f : X → Y
kuvaus. Sanomme, että f on jatkuva kuvaus, tai lyhyesti jatkuva, jos jokaisen pisteen
y ∈ Y jokaisen ympäristön U alkukuva f−1U on avoin avaruudessa X.
Määritelmä 1.1. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia, ja olkoon I = [0, 1] varustet-
tuna tavallisella relatiivitopologialla. Olkoot f, g : X → Y joitakin jatkuvia kuvauksia ja
oletetaan, että löytyy sellainen jatkuva kuvaus H : X × I → Y , että H(x, 0) = f(x) ja
H(x, 1) = g(x), kun x ∈ X. Tällöin sanomme, että H on homotopia ja kuvaus f on
homotooppinen kuvauksen g kanssa. Merkitsemme tätä H : f ' g tai lyhyemmin f ' g.
Jos A ⊂ X on sellainen osajoukko, että f |A = g|A, ja löytyy sellainen H : f ' g,
että H(a, t) = f(a) = g(a) jokaisella t ∈ I, kun a ∈ A, niin sanomme, että kuvaus f
on homotooppinen kuvauksen g kanssa joukon A suhteen, ja käytämme merkintää f '
g rel A. Lisäksi sanomme, että kuvaus f on nollahomotooppinen, jos f ' c, missä c : X →
Y on jokin vakiokuvaus.
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Usein on kätevää ajatella kahden jatkuvan kuvauksen välinen homotopia olevan aika-
parametriin t sidottu muunnos. Koska jokainen kiinteä parametri t ∈ I määrittelee uu-
den jatkuvan kuvauksen Ht kaavalla Ht(x) = H(x, t), niin tällöin homotopia H muuntaa
kuvauksen f kuvaukseksi g jatkuvien kuvausten Ht kautta. Havaitaan, että tämä muun-
taminen on refleksiivistä, symmetristä ja transitiivista, mikä nähdään seuraavan lauseen
muodossa.
Lause 1.2. (i) Homotopia on ekvivalenssi kaikkien jatkuvien kuvausten f : X → Y
joukossa C(X, Y ).
(ii) Olkoon A ⊂ X ja u : A → Y jatkuva. Tällöin homotopia joukon A suhteen on
ekvivalenssirelaatio joukossa {f ∈ C(X, Y ) : f |A = u}.
Todistus. Kts. Väisälä [14], lauseet 21.3. ja 21.6.
Olkoon nyt α : I → X jatkuva kuvaus. Kutsumme kaikkia tällaisia kuvauksia po-
luiksi, ja sanomme, että kaksi polkua α ja β ovat polkuhomotooppiset keskenään, jos
α ' β rel {0, 1}. Tällöin merkitsemme α ∼ β. Jos α(1) = β(0), niin määrittelemme uu-
den polun αβ : I → X yhtälöillä αβ(t) = α(2t), kun 0 ≤ t ≤ 1/2, ja αβ(t) = β(2t − 1),
kun 1/2 ≤ t ≤ 1, ja kutsumme polkua αβ polkujen α ja β kompositioksi. Seuraavan
lauseen nojalla kompositio käyttäytyy hyvin polkuhomotopian suhteen.
Lause 1.3. Olkoot α, β, γ ja δ polkuja avaruudessa X niin, että α ∼ γ, β ∼ δ ja
kompositio αβ on määritelty. Tällöin kompositio γδ on määritelty ja αβ ∼ γδ.
Todistus. Kts. Väisälä [14], lause 22.3.
Määritelmä 1.4. Olkoot a, b ∈ X, ja olkoon Ω(X, a, b) niiden avaruuden X polkujen α
kokoelma, joille α(0) = a ja α(1) = b. Lauseen 1.2 nojalla polkuhomotopia on ekvivalenssi,
jolloin olkoon
α¯ = {γ ∈ Ω(X, a, b) | γ ∼ α}
polun α ekvivalenssiluokka. Kutsumme luokkaa α¯ polun α polkuhomotopialuokaksi, ja
määrittelemme kahden polkuhomotopialuokan välisen komposition seuraavasti. Olkoot
a, b, c ∈ X, ja olkoot α ∈ Ω(X, a, b), β ∈ Ω(X, b, c). Koska kompositio αβ on määritelty,
voimme asettaa
α¯β¯ = αβ (1.5)
olemaan luokkien α¯ ja β¯ välinen kompositio. Lauseen 1.3 nojalla kompositio ei riipu pol-
kuhomotopialuokkien edustajien valinnasta, jolloin (1.5) on hyvin määritelty.
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Polkuhomotopialuokkien määrittely on ensimmäinen suuri askel avaruuden perus-
ryhmän määritelmän tarkastelussa. Lähdetään seuraavaksi tarkastelemaan kolmen polun
kompositioiden käyttäytymistä polkuhomotopian suhteen. Olkoot α, β ja γ sellaisia ava-
ruuden X polkuja, että kompositiot αβ ja βγ ovat määriteltyjä. Yleisesti ei päde, että
(αβ)γ = α(βγ). Esimerkiksi jos α(1) 6= β(1), niin
(αβ)γ
(
1
2
)
= β(1) 6= α(1) = α(βγ)
(
1
2
)
.
Seuraavan lauseen nojalla voimme kuitenkin samastaa nämä kompositiot polkuhomoto-
piaekvivalenssin suhteen.
Määritelmä 1.6. Olkoon α jokin polku, ja olkoon ϕ : I → I jokin jatkuva kuvaus, jolle
ϕ(0) = 0 ja ϕ(1) = 1. Tällöin polulle α voidaan tehdä parametrin vaihto määräämällä
uusi polku β kaavalla β(t) = α(ϕ(t)).
Lause 1.7. Jos polku β on saatu parametrin vaihdolla polusta α, niin α ∼ β. Erityisesti
jos α, β ja γ ovat polkuja avaruudessa X, niin (αβ)γ ∼ α(βγ).
Todistus. Kts. Väisälä [14], lause 22.6.
Vastaavasti kuin parametrin vaihdossa jokaista avaruuden X polkua α kohti voidaan
määritellä uusi polku α← yhtälöllä α←(t) = α(1 − t). Kutsumme tätä polkua polun α
vastapoluksi. Lisäksi jos a ∈ X ja β on polku, jolle β(t) = a kaikilla t ∈ I, niin kutsumme
polkua β vakiopoluksi, ja merkitsemme sitä εa.
Lause 1.8. Olkoon α sellainen polku avaruudessa X, että α(0) = a ja α(1) = b. Tällöin
(i) αα← ∼ εa ja α←α ∼ εb,
(ii) εaα ∼ α ja αεb ∼ α.
Todistus. Kts. Väisälä [14], lause 22.10.
Lause 1.9. Jos α ja β ovat polkuja avaruudessa X, α ∼ β, ja f : X → Y on jatkuva
kuvaus, niin f ◦ α ∼ f ◦ β.
Todistus. Kts. Väisälä [14], lause 22.11.
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1.2 Perusryhmä ja indusoidut homomorfismit
Olkoon X topologinen avaruus, ja olkoon x0 ∈ X jokin piste. Asetamme nyt pisteen
x0 olemaan kantapiste avaruudessa X, ja kutsumme paria (X, x0) kantapisteavaruudeksi.
Jos (Y, y0) on nyt jokin toinen kantapisteavaruus, merkitsemme f : (X, x0)→ (Y, y0), jos
f : X → Y ja f(x0) = y0.
Määritelmä 1.10. Olkoon (X, x0) kantapisteavaruus, ja olkoon Ω(X, x0) avaruuden X
kaikkien sellaisten polkujen α kokoelma, että α(0) = α(1) = x0. Kutsumme tällaisia pol-
kuja x0-kantaisiksi silmukoiksi. Lauseen 1.2.(iii) nojalla voimme nyt jakaa joukon Ω(X, x0)
polkuhomotopialuokkiin, jolloin merkitsemme tätä luokkakokoelmaa pi(X, x0). Siis
pi(X, x0) = Ω(X, x0)/ ∼,
missä ∼ on polkuhomotopiaekvivalenssirelaatio.
Lause 1.11. Olkoot α, β, γ ∈ Ω(X, x0). Tällöin
(i) (α¯β¯)γ¯ = α¯(β¯γ¯),
(ii) ε¯α¯ = α¯ε¯ = α¯,
(iii) α¯α← = α←α¯ = ε¯.
Todistus. Väite seuraa lauseista 1.7 ja 1.8.
Lauseen 1.11 nojalla joukko pi(X, x0) on ryhmä, kun laskutoimitukseksi otetaan polku-
homotopialuokkien väliset kompositiot. Sen neutraalialkio on luokka ε¯, ja jokaisen alkion
α¯ käänteisalkio on luokka α←. Ryhmää pi(X, x0) kutsutaan kantapisteavaruuden (X, x0)
perusryhmäksi. Se ei välttämättä ole vaihdannainen, eli voi päteä, että α¯β¯ 6= β¯α¯.
Voidaan osoittaa, että perusryhmä pi(X, x0) on isomorfiaa vaille riippumaton kanta-
pisteen valinnasta, jos avaruus X on polkuyhtenäinen, eli jos jokaista kahta pistettä a ja b
kohti löytyy polku α, niin, että α(0) = a ja α(1) = b, kts. Väisälä [14], lause 23.7. Tällöin
on mielekästä käyttää merkintää pi(X).
Esimerkki 1.12. (i) Olkoon B¯n avaruuden Rn suljettu yksikkökuula, ja olkoon x0 ∈ B¯n.
Nyt koska B¯n on konveksi joukko, se on murtoviivayhtenäinen ja siten polkuyhtenäinen.
Lisäksi jokaista polkua α ∈ Ω(B¯n, x0) kohti voidaan asettaa homotopia H : α ' εx0
kaavalla
H(s, t) = α(s)(1− t) + x0t. (1.13)
Tämä homotopia on selvästi rel {0, 1}, jolloin seuraa, että perusryhmä pi(B¯n) on triviaali
ryhmä. Kutsumme kaavalla (1.13) määriteltyä homotopiaa janahomotopiaksi. Vastaavalla
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päättelyllä kuin yllä havaitsemme, että itse asiassa jokaiselle normiavaruuden E konvek-
sille osajoukolle F pätee, että pi(F ) on triviaali.
(ii) Olkoon Sn n-ulotteinen yksikköpallopinta. Voidaan osoittaa, että pi(Sn) = 0, jos
n ≥ 2, kts. Seifertin-van Kampenin lause [5, s. 198–199]. Kuitenkin osoittautuu, että jos
n = 1, niin esimerkiksi polku α(t) = e2piit ei ole nollahomotooppinen rel {0, 1}, eli ryhmä
pi(S1) on epätriviaali, ja polut α ja α← itseasiassa virittävät koko perusryhmän pi(S1),
kts. Väisälä [14] s. 177. Tällöin siis pi(S1) ∼= Z.
Määritelmä 1.14. Sanomme, että avaruus X on yhdesti yhtenäinen, jos se on polkuyh-
tenäinen ja pi(X) on triviaali ryhmä.
Esimerkki 1.15. (i) Jokainen konveksi joukko normiavaruudessa on yhdesti yhtenäi-
nen. Tällöin erityisesti Rn, Bn ja In ovat yhdesti yhtenäisiä.
(ii) Olkoon n ≥ 2. Tällöin jokainen pallo Sn on yhdesti yhtenäinen.
(iii) Olkoon E ⊂ R2 niin kutsuttu kampa-avaruus
E = I × {0} ∪ {0} × I ∪
⋃
j∈N
({1/j} × I).
Voidaan osoittaa, että tämä avaruus on yhdesti yhtenäinen, sillä se on ns. kutistuva.
Kts. Väisälä [14], tehtävä 21:8 sekä huomautus 23.17.
(iv) Olkoon T n =
∏n
i=1 S
1 n-ulotteinen toruspinta. Väisälän [14] harjoitustehtävän 23:4
nojalla voidaan osoittaa, että pi(T 2) = pi(S1 × S1) ∼= Z ⊕ Z. Tällöin induktiolla
seuraa, että
pi(T n) ∼=
n⊕
i=1
Z,
jolloin siis toruspinnat T n eivät ole yhdesti yhtenäisiä.
Yhdesti yhtenäisillä avaruuksilla on hyvin merkittävä asema topologiassa. Palaam-
me niihin tämän luvun lopussa sekä luvussa 3, kun tarkastelemme topologisten ryhmien
esityksiä. Seuraavaksi kuitenkin määrittelemme kahden kanta-avaruuden perusryhmien
välisen ryhmähomomorfismin, joka saadaan näiden avaruuksien välisestä jatkuvasta ku-
vauksesta seuraavasti.
Olkoot (X, x0) ja (Y, y0) kantapisteavaruuksia, ja olkoon f : (X, x0)→ (Y, y0) jatkuva
kuvaus. Olkoon α ∈ Ω(X, x0), jolloin f ◦ α ∈ Ω(Y, y0) ja saadaan kuvaus
fˆ : Ω(X, x0)→ Ω(Y, y0)
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kaavalla fˆ(α) = f ◦ α. Nyt jos α ∼ β, niin lauseen 1.9 nojalla fˆ(α) ∼ fˆ(β), jolloin
asettamalla
f∗(α¯) = fˆ(α) = f ◦ α
saadaan hyvin määritelty kuvaus f∗ : pi(X, x0)→ pi(Y, y0).
Lause 1.16. Kuvaus f∗ on ryhmähomomorfismi.
Todistus. Koska f ◦ εx0 = εy0 , niin f∗(ε¯) = ε¯. Lisäksi jos α, β ∈ Ω(X, x0), niin pätee, että
f(αβ(t)) =
{
f(α(2t)), kun 0 ≤ t ≤ 1/2
f(β(2t− 1)), kun 1/2 ≤ t ≤ 1.
Tällöin fˆ(αβ) = fˆ(α)fˆ(β), jolloin seuraa, että f∗(α¯β¯) = f∗(α¯)f∗(β¯).
Jos (X, x0) ja (Y, y0) ovat kantapisteavaruuksia, ja f : (X, x0) → (Y, y0) on jatkuva
kuvaus, niin kutsumme ryhmähomomorfismia
f∗ : pi(X, x0)→ pi(Y, y0), f∗(α¯) = f ◦ α
indusoiduksi homomorfismiksi. Todetaan seuraavaksi muutama indusoitujen homomorfis-
mien ominaisuus.
Lause 1.17. Pätee, että (id)∗ = id, ja jos f : (X, x0) → (Y, y0) ja g : (Y, y0) → (Z, z0)
ovat jatkuvia kuvauksia, niin (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗.
Todistus. Havaitaan, että jos α ∈ Ω(X, x0), niin α¯ = id ◦ α, joten (id)∗(α¯) = α¯, eli
(id)∗ = id. Lisäksi pätee, että
g∗(f∗(α¯)) = g∗(f ◦ α) = g ◦ (f ◦ α) = (g ◦ f) ◦ α = (g ◦ f)∗(α¯).
Lause 1.18. Olkoot f : (X, x0)→ (Y, y0) ja g : (Y, y0)→ (X, x0) jatkuvia kuvauksia niin,
että g ◦ f ' idX rel x0 ja f ◦ g ' idY rel y0. Tällöin f∗ : pi(X, x0) → pi(Y, y0) on isomor-
fismi.
Todistus. Kts. Väisälä [14], lause 23.16.
Yllä olevassa lauseessa 1.18 kutsumme kuvausta f homotopiaekvivalenssiksi ja kuvaus-
ta g kuvauksen f homotopiainverssiksi. Lisäksi sanomme, että avaruudet (X, x0) ja (Y, y0)
ovat homotooppisesti ekvivalentit. Homotopiainverssin ei tarvitse olla yksikäsitteinen, eli
homotopiaekvivalenssilla f voi olla useita inverssejä. Homotooppinen ekvivalenttisuus on
kuitenkin ekvivalenssirelaatio, jonka avulla topologisia avaruuksia voidaan jaotella homo-
topiaekvivalenssiluokkiin. Esimerkiksi esimerkin 1.15 ja lauseen 1.18 avulla voimme nyt
päätellä, ettei ole olemassa homotopiaekvivalenssia f : Sn → T n, kun n ≥ 2.
8
1.3 Peitekuvaukset ja peiteavaruudet
Määritelmä 1.19. Olkoot X ja Y topologisia avaruusia, ja olkoon p : X → Y surjektio.
Oletetaan lisäksi, että jokaisella maaliavaruuden Y pisteellä y ∈ Y on sellainen ympä-
ristö V , että alkukuva p−1V on erillinen yhdiste avoimista joukoista Ui, joille rajoittuma
p|Ui : Ui → V on homeomorfismi jokaisella indeksillä i. Tällöin sanomme, että p on peite-
kuvaus ja ympäristö V on pisteen y peiteympäristö kuvauksen p suhteen.
Peitekuvauksella tarkoitamme siis kuvausta, joka käyttäytyy lokaalisti homeomorfis-
min tavoin. Määritelmästä seuraa suoraan, että jokaisen pisteen y ∈ Y alkukuva p−1(y)
on diskreetti, ja että peitekuvaus on aina surjektiivinen avoin immersio. Erityisesti se on
siis jatkuva.
Esimerkki 1.20. (i) Jokainen homeomorfismi on triviaalisti peitekuvaus.
(ii) Olkoon U jokin topologinen avaruus, ja olkoon I diskreetti avaruus. Tällöin projektio
p : U × I → U, p(u, t) = u,
on peitekuvaus.
U × I
p
U
(iii) Olkoon p : R → S1, p(x) = e2piix. Tällöin p on peitekuvaus. Katso yksityiskohdat
Väisälä [14], s. 169.
Peitekuvauksilla on oleellinen merkitys monilla matematiikan aloilla, kuten esimerkik-
si topologiassa ja funktioteoriassa. Tarkastelemme seuraavaksi muutamia peitekuvauksiin
liittyviä tuloksia, jonka lisäksi tulemme näyttämään, että tietyillä ehdoilla annettu peite-
kuvaus on homeomorfismi.
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Määritelmä 1.21. Olkoot X, Y ja Z topologisia avaruuksia, ja olkoot p : X → Y ja
f : Z → Y jatkuvia kuvauksia. Jos on olemassa sellainen jatkuva kuvaus f˜ : Z → X, että
kaavio
X
p

Z
f
//
f˜
88
Y
kommutoi, niin kutsumme kuvausta f˜ kuvauksen f p-nostoksi, tai lyhyemmin nostoksi.
Lause 1.22. Olkoot p : X → Y peitekuvaus ja Z yhtenäinen avaruus. Olkoot f, g : Z → X
jatkuvia kuvauksia, joille p ◦ f = p ◦ g. Tällöin jos f(z) = g(z) jollakin z ∈ Z, niin f = g.
Todistus. Kts. Fulton [5], lemma 11.5.
Kutsumme seuraavaa tulosta nostolauseeksi, ja johdamme sen avulla muutaman myö-
hemmin tarvittavan aputuloksen.
Lause 1.23. (Nostolause) Olkoon p : X → Y peitekuvaus, x0 ∈ X, f : Z → Y jatkuva,
z0 ∈ Z ja f(z0) = p(x0). Lisäksi oletamme, että jokin seuraavista ehdoista on voimassa:
(1) Z on yhtenäinen, ja fZ sisältyy johokin peiteympäristöön.
(2) Z = I ja z0 = 0.
(3) Z = I2 ja z0 = (0, 0).
Tällöin f :llä on täsmälleen yksi sellainen p-nosto f˜ : Z → X, että f˜(z0) = x0.
Todistus. Kts. Väisälä [14], lause 24.5.
Sovitaan nyt merkinnöistä, joita käytämme seuraavissa tuloksissa. Oletetaan, että on
annettu peitekuvaus p : (X, x0)→ (Y, y0). Jos α on jokin polku avaruudessa Y , joka lähtee
pisteestä y0, niin merkitsemme α˜ olemaan nostolauseen 1.23 antama polun α p-nosto, joka
lähtee pisteestä x0.
Lemma 1.24. Olkoot α, β : I → Y sellaisia polkuja, että α ∼ β, ja olkoon y0 = α(0).
Tällöin α˜(1) = β˜(1) ja α˜ ∼ β˜.
Todistus. Olkoon H : α ∼ β, ja merkitään y1 = α(1). Tällöin H(0, 0) = α(0) = y0, jolloin
nostolauseen 1.23 kohdan (3) nojalla polkuhomotopialla H on olemassa täsmälleen yksi
nosto H˜ : I2 → X, jolle H˜(0, 0) = x0. Lisäksi koska H(s, 0) = α(s), niin nostolauseen 1.23
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kohdan (2) nojalla seuraa, että H˜(s, 0) = α˜(s). Vastaavasti H˜(s, 1) = β˜(s). Nyt koska
joukoille {0} × I ja {1} × I pätee, että
H ({0} × I) = y0 ja H ({1} × I) = y1,
niin tällöin
H˜ ({0} × I) ⊂ p−1(y0) ja H˜ ({1} × I) ⊂ p−1(y1).
Koska joukot p−1(yi), i = 0, 1, ovat diskreettejä, ja joukot {0}×I ja {1}×I ovat yhtenäisiä,
kuvauksen H˜ jatkuvuuden nojalla rajoittumat H˜|{0}×I ja H˜|{1}×I ovat vakiokuvauksia.
Tällöin seuraa, että
H˜ (0, 1) = H˜ (0, 0) = x0 ja H˜ (1, 1) = H˜ (1, 0) = α˜(1),
jolloin erityisesti β˜(1) = α˜(1) ja H˜ : α˜ ∼ β˜.
Lemma 1.25. (i) Olkoon σ ∈ Ω(Y, y0). Tällöin σ˜(1) = x0 jos ja vain jos
σ¯ ∈ p∗pi(X, x0).
(ii) Olkoot σ, δ : I → Y polkuja niin, että σ(0) = y0 = δ(0). Tällöin σ˜(1) = δ˜(1) jos ja
vain jos
δσ← ∈ p∗pi(X, x0).
Todistus. (i) Olkoon σ˜(1) = x0. Tällöin σ˜ ∈ Ω(X, x0) ja σ˜ ∈ pi(X, x0), jolloin seuraa,
että
σ¯ = p ◦ σ˜ = p∗(σ˜) ∈ p∗pi(X, x0).
Kääntäen oletetaan, että σ¯ ∈ p∗pi(X, x0). Tällöin löytyy polku α ∈ Ω(X, x0) niin,
että p∗(α¯) = σ¯, eli p ◦ α = σ¯, jolloin p ◦α ∼ σ. Merkitään β = p ◦α, jolloin lemman
1.24 nojalla β˜(1) = σ˜(1). Toisaalta nostolauseen 1.23 nojalla β˜ = α, jolloin seuraa,
että
σ˜(1) = β˜(1) = α(1) = x0.
(ii) Oletetaan, että σ˜(1) = δ˜(1). Tällöin kompositio δ˜σ˜← on määritelty. Lisäksi nosto-
lauseen 1.23 nojalla nähdään helposti, että σ˜← = σ˜←. Havaitaan nyt, että
(p ◦ δ˜σ˜←)(t) =
{
p(δ˜(2t)) = δ(2t), kun 0 ≤ t ≤ 1/2
p(σ˜←(2t− 1)) = σ←(2t− 1), kun 1/2 ≤ t ≤ 1,
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jolloin seuraa, että p ◦ δ˜σ˜← = δσ←. Nostolauseen 1.23 nojalla δ˜σ˜← = δ˜σ←, jolloin
δ˜σ←(1) = σ˜←(1) = σ˜←(1) = σ˜(0) = x0.
Tällöin kohdan (i) nojalla seuraa, että
δσ← ∈ p∗pi(X, x0).
Kääntäen jos δσ← ∈ p∗pi(X, x0), niin (i)-kohdan nojalla δ˜σ←(1) = x0. Olkoon nyt
γ1, γ2 : I → X polkuja niin, että
γ1(t) = δ˜σ←
(
t
2
)
ja γ2(t) = δ˜σ←
(
t+ 1
2
)
,
kun t ∈ I. Tällöin
(p ◦ γ1)(t) = (p ◦ δ˜σ←)
(
t
2
)
= δσ←
(
t
2
)
= δ(t),
ja
(p ◦ γ2)(t) = (p ◦ δ˜σ←)
(
t+ 1
2
)
= δσ←
(
t+ 1
2
)
= σ←(t),
kun t ∈ I. Jälkimmäinen yhtäsuuruus on yhtäpitävää sen kanssa, että (p ◦ γ←2 )(t) =
σ(t), kun t ∈ I. Tällöin nostolauseen 1.23 nojalla γ1 = δ˜ ja γ←2 = σ˜. Lisäksi
γ1(1) = δ˜σ←
(
1
2
)
= γ2(0) = γ
←
2 (1),
jolloin seuraa, että
δ˜(1) = γ1(1) = γ
←
2 (1) = σ˜(1).
Määritelmä 1.26. Sanomme, että topologinen avaruus X on lokaalisti polkuyhtenäinen,
jos jokaisella pisteellä x ∈ X ja jokaisella x:n ympäristöllä U on olemassa x:n polkuyhte-
näinen ympäristö V ⊂ U .
On helppo näyttää, ettei jokainen polkuyhtenäinen tai edes yhdesti yhtenäinen ava-
ruus ole lokaalisti polkuyhtenäinen. Esimerkiksi esimerkissä 1.15 esiintyneellä kampa-
avaruudella E ei ole pisteessä y = (0, 1) polkuyhtenäistä ympäristöä V ⊂ B(y, 1).
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Lause 1.27. Olkoot (X, x0) ja (Y, y0) kantapisteavaruuksia ja p : (X, x0) → (Y, y0) pei-
tekuvaus. Olkoon Z yhtenäinen ja lokaalisti polkuyhtenäinen avaruus ja z0 ∈ Z. Tällöin
jatkuvalla kuvauksella f : (Z, z0) → (Y, y0) on olemassa nosto f˜ : (Z, z0) → (X, x0) jos ja
vain jos indusoiduille homomorfismeille f∗ ja p∗ pätee, että f∗pi(Z, z0) ⊂ p∗pi(X, x0).
Todistus. Kts. Fulton [5], lause 13.5.
Lause 1.28. Olkoot X yhtenäinen avaruus, Y yhdesti yhtenäinen ja lokaalisti polkuyhte-
näinen avaruus ja p : X → Y peitekuvaus. Tällöin p on homeomorfismi.
Todistus. Olkoon y0 ∈ Y jokin piste, ja valitaan x0 ∈ p−1(y0). Koska avaruus Y on yhdesti
yhtenäinen, niin lauseen 1.17 nojalla
id∗pi(Y, y0) = pi(Y, y0) ⊂ p∗pi(X, x0).
Tällöin lauseen 1.27 nojalla löytyy jatkuva kuvaus i˜d : (Y, y0)→ (X, x0) niin, että kaavio
(X, x0)
p

(Y, y0) id
//
i˜d
66
(Y, y0)
kommutoi.
Olkoon α = i˜d ◦ p, jolloin α on jatkuva kuvaus X → X ja
p ◦ α = p ◦ (i˜d ◦ p) = (p ◦ i˜d) ◦ p = id ◦ p = p.
Koska myös p ◦ idX = p, ja idX jatkuva ja
α(x0) = (i˜d ◦ p)(x0) = i˜d(p(x0)) = i˜d(y0) = x0 = idX(x0),
niin lauseen 1.22 nojalla α = idX . Tällön p on bijektio, ja koska peitekuvaus on aina avoin
kuvaus, niin seuraa, että p on homeomorfismi.
Lähdetään seuraavaksi tarkastelemaan peitekuvauksien ominaisuuksia hieman enem-
män algebrallisessa mielessä. Olkoot X ja Y joitakin topologisia avaruuksia, ja olkoon
p : X → Y jokin peitekuvaus. Kutsumme paria (X, p) peiteavaruudeksi avaruudelle Y , ja
sanomme, että avaruus Y on peiteavaruuden (X, p) kanta-avaruus.
Määritelmä 1.29. Olkoot (X1, p1) ja (X2, p2) peiteavaruuksia samalle kanta-avaruudelle
Y , ja olkoon h : X1 → X2 jatkuva kuvaus niin, että p1 = p2 ◦ h, eli kaavio
X1
h //
p1   
X2
p2~~
Y
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kommutoi. Kutsumme kuvausta h peiteavaruuksien (X1, p1) ja (X2, p2) väliseksi homo-
morfismiksi. Jos h on lisäksi homeomorfismi, kutsumme sitä tällöin isomorfismiksi.
Helposti nähdään, että jos (X1, p1), (X2, p2) ja (X3, p3) ovat peiteavaruuksia samalle
kanta-avaruudelle Y , ja jos h1 : X1 → X2 ja h2 : X2 → X3 ovat homomorfismeja, niin
myös yhdistetty kuvaus h2 ◦ h1 on homomorfismi, eli kaavio
X1
h1 //
p1 !!
X2
h2 //
p2

X3
p3}}
Y
kommutoi. Vastaavasti koska p = id ◦ p, niin myös id : X → X on homomorfismi. Tällöin
on melko selvää, että isomorfismit X → X muodostavat ryhmärakenteen. Kutsumme
tällaisia isomorfismeja automorfismeiksi, ja merkitsemme
Aut(X, Y, p) = {h : X → X | h automorfismi} .
Lause 1.30. Joukko Aut(X, Y, p) on ryhmä automorfismien yhdistämisen suhteen. 
Kutsumme paria (Aut(X, Y, p), ◦) automorfismiryhmäksi. Tällä ryhmällä on erikoinen
merkitys siinä mielessä, että jokainen automorfismiryhmän alkio permutoi avaruutta X
tietyllä tavalla, minkä vuoksi kutsumme automorfismeja h ∈ Aut(X, Y, p) myös nimellä
peitetransformaatio (engl. deck transformation). Tarkastellaan nyt polkuyhtenäisiä pei-
teavaruuksia ja niiden automorfismiryhmiä, kun kanta-avaruus on vähintään lokaalisti
polkuyhtenäinen.
Lause 1.31. Olkoot (X1, p1) ja (X2, p2) kaksi yhtenäistä ja lokaalisti polkuyhtenäistä
peiteavaruutta yhtenäiselle ja lokaalisti polkuyhtenäiselle kanta-avaruudelle Y , ja olkoot
x1 ∈ X1 ja x2 ∈ X2 sellaisia, että p1(x1) = p2(x2). Tällöin pätee, että on olemassa iso-
morfismi h : X1 → X2, h(x1) = x2, jos ja vain jos (p1)∗(pi(X1, x1)) = (p2)∗(pi(X2, x2)).
Todistus. Kts. Fulton [5], korollaari 13.6.
Huomautus 1.32. Lauseessa 1.31 riittäisi vaatia, että avaruudet X1 ja X2 ovat yhte-
näisiä, sillä jos kanta-avaruus Y on lokaalisti polkuyhtenäinen ja x ∈ X1, niin pisteellä x
on tällöin ympäristö U0, joka on peitekuvauksen p1 suhteen homeomorfinen pisteen p1(x)
jonkin peiteympäristön kanssa. Tällöin ympäristössä U0 pisteellä x on jokaisen ympäris-
tönsä V ⊂ U0 suhteen olemassa polkuyhtenäinen ympäristö W niin, että x ∈ W ⊂ V ,
jolloin seuraa, että jokainen pisteen x ympäristö U sisältää polkuyhtenäisen ympäristön
W , niin että x ∈ W ⊂ U ∩ U0 ⊂ U . Tällöin X1 on lokaalisti polkuyhtenäinen.
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Lause 1.33. Olkoon (X, p) polkuyhtenäinen peiteavaruus lokaalisti polkuyhtenäiselle
kanta-avaruudelle Y . Olkoon x0 ∈ X avaruuden X kantapiste sekä y0 = p(x0) avaruuden
Y kantapiste, ja oletetaan, että ryhmä p∗pi(X, x0) on ryhmän pi(Y, y0) normaali aliryhmä.
Tällöin on olemassa kanoninen isomorfismi
pi(Y, y0)/p∗pi(X, x0)
∼=−→ Aut(X, Y, p).
Lauseen 1.33 todistus nojaa osittain erääseen algebrasta tunnettuun homomorfia-
lauseeseen. Palautetaan mieleen tämä tulos.
Lause 1.34. Olkoon f : G → H ryhmähomomorfismi, ja olkoon N ryhmän G normaali
aliryhmä. Tällöin on olemassa yksikäsitteinen homomorfismi f¯ : G/N → H, jolle pätee,
että f¯(gN) = f(g) kaikilla g ∈ G, jos ja vain jos N ⊂ Ker(f).
Todistus. Kts. Lang [11], s. 16 kohta (ii).
Lauseen 1.33 todistus saadaan nyt seuraavasti
Todistus. Olkoon σ ∈ pi(Y, y0), ja olkoon z ∈ X jokin piste. Olkoon σ˜ nostolauseen 1.23
antama p-nosto polulle σ, ja merkitään x1 = σ˜(1). Olkoon γ polku pisteestä x0 pisteeseen
z avaruudessa X. Tällöin koska p(x1) = p(x0) = y0, niin nostolauseen 1.23 nojalla polulla
p ◦ γ on olemassa yksikäsitteinen nosto β˜γ, jolle β˜γ(0) = x1. Merkitään
β˜γ(1) = σ · z,
ja osoitetaan seuraavaksi, ettei tämä piste riipu polun γ valinnasta.
Havaitaan aluksi, että
(p ◦ (σ˜β˜γ))(t) =
{
p(σ˜(2t)) = σ(2t), kun 0 ≤ t ≤ 1/2
p(β˜γ(2t− 1)) = (p ◦ γ)(2t− 1), kun 1/2 ≤ t ≤ 1.
Tällöin p ◦ (σ˜β˜γ) = σ(p ◦ γ), jolloin nostolauseen 1.23 nojalla
σ˜β˜γ = ˜σ(p ◦ γ). (1.35)
Siis β˜γ(1) = ˜σ(p ◦ γ)(1). Olkoon γ′ nyt jokin toinen polku pisteestä x0 pisteeseen z. Tällöin
kompositio γ′γ← on määritelty ja se kuuluu joukkoon Ω(X, x0). Aliryhmän p∗pi(X, x0)
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normaaliuden nojalla seuraa, että
(σ(p ◦ γ′))(σ(p ◦ γ))← = σ(p ◦ γ′) σ(p ◦ γ)−1
= σ(p ◦ γ′) (p ◦ γ′)←σ←
= σ¯
(
p ◦ γ′ p ◦ (γ←)
)
σ←
= σ¯
(
p ◦ (γ′γ←)
)
σ←
= σ¯p∗
(
γ′γ←
)
σ←
∈ σ¯p∗pi(X, x0)σ← ⊂ p∗pi(X, x0),
jolloin lemman 1.25 nojalla ˜σ(p ◦ γ′)(1) = ˜σ(p ◦ γ)(1). Tällöin seuraa, että
β˜γ′(1) = β˜γ(1).
Määritellään nyt kuvaus
G : pi(Y, y0)×X → X, G(σ¯, z) = σ¯ · z.
Ylläolevan nojalla kuvaus G on hyvin määritelty. Osoitetaan seuraavaksi, että kuvaus G
toteuttaa seuraavat kaksi ehtoa:
(1) G(ε¯, z) = z kaikilla z ∈ X,
(2) G(τ¯ , G(σ¯, z)) = G(τ¯ σ¯, z) kaikilla τ¯ , σ¯ ∈ pi(Y, y0), z ∈ X.
Kutsumme yleisesti tällaista kuvausta ryhmän pi(Y, y0) toiminnaksi joukossa X, ja syven-
nymme niihin enemmän seuraavan luvun alussa.
Olkoon z ∈ X, ja olkoon γ edelleen polku pisteestä x0 pisteeseen z avaruudessa X.
Nostolauseen 1.23 nojalla ε˜y0 = εx0 , jolloin ylläolevan konstruktion nojalla β˜γ = γ. Tällöin
seuraa, että
G(ε¯, z) = ε¯ · z = β˜γ(1) = γ(1) = z,
mikä todistaa ehdon (1). Olkoot nyt τ¯ , σ¯ ∈ pi(Y, y0). Tällöin yhtälön (1.35) nojalla pätee,
että
G(σ¯, z) = ˜σ(p ◦ γ)(1). (1.36)
Merkitään δ = ˜σ(p ◦ γ), jolloin δ on polku pisteestä x0 pisteeseen σ¯ · z, ja siten
G(τ¯ , G(σ¯, z)) = β˜δ(1) = ˜τ(p ◦ δ)(1) = ˜τ(σ(p ◦ γ))(1).
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Toisaalta korvaamalla alkio σ¯ alkiolla τ¯ σ¯ yhtälössä (1.36) saadaan, että
G(τ¯ σ¯, z) = ˜(τσ)(p ◦ γ)(1).
Koska (τσ)(p ◦ γ) ∼ τ(σ(p ◦ γ)), niin lemman 1.24 nojalla
G(τ¯ , G(σ¯, z)) = ˜τ(σ(p ◦ γ))(1) = ˜(τσ)(p ◦ γ)(1) = G(τ¯ σ¯, z),
mikä todistaa ehdon (2). Tällöin toiminnan ehdot ovat voimassa, ja voimme siirtyä tar-
kastelemaan yksittäisiä kuvauksia ϕσ¯ : X → X, kun ϕσ¯(z) = G(σ¯, z) kaikilla z ∈ X.
Havaitaan nyt, että toiminnan ehtojen nojalla kuvauksille ϕσ¯ pätee, että
ϕσ¯ ◦ ϕτ¯ = ϕσ¯τ¯ . (1.37)
Tällöin seuraa, että jokainen kuvaus ϕσ¯ on bijektio käänteiskuvauksenaan ϕσ← . Osoitetaan
seuraavaksi, että jokainen kuvaus ϕσ¯ on jatkuva.
Olkoon σ¯ ∈ pi(Y, y0), ja olkoon z ∈ X. Olkoon W pisteen w = ϕσ¯(z) jokin ympäristö,
ja olkoon V pisteen p(w) polkuyhtenäinen peiteympäristö. Nyt jos γ on avaruuden X
polku pisteestä x0 pisteeseen z, niin
p(w) = p(β˜γ(1)) = (p ◦ γ)(1) = p(γ(1)) = p(z).
Olkoon p−1V =
⋃{Uj | j ∈ J} kuten peitekuvauksen määritelmässä, ja olkoot j1, j2 ∈ J
sellaisia, että z ∈ Uj1 ja w ∈ Uj2 . Näytetään, että ϕσ¯Uj1 ⊂ Uj2 . Olkoon u ∈ Uj1 , ja olkoon
α polku joukossa Uj1 pisteestä z pisteeseen u. Tällöin polku δ = γα on avaruuden X
polku pisteestä x0 pisteeseen u, jolloin ϕσ¯(u) = β˜δ(1). Toisaalta koska p(w) = p(z), niin
nostolauseen 1.23 nojalla polulle p◦α löytyy yksikäsitteinen nosto ω˜α niin, että ω˜α(0) = w.
Nyt vastaavasti kuin yllä pätee, että
(p ◦ (σ˜β˜γω˜α))(t) =

p(σ˜(2t)) = σ(3t), kun 0 ≤ t ≤ 1/3
p(β˜γ(3t− 1)) = (p ◦ γ)(3t− 1), kun 1/3 ≤ t ≤ 2/3
p(ω˜α(3t− 2)) = (p ◦ α)(3t− 2), kun 2/3 ≤ t ≤ 1,
jolloin
p ◦ (σ˜β˜γω˜α) = σ(p ◦ γ)(p ◦ α) = σ(p ◦ (γα)).
Tällöin nostolauseen 1.23 nojalla σ˜β˜γω˜α = ˜σ(p ◦ (γα)) = σ˜β˜δ, missä jälkimmäinen yhtä-
suuruus seuraa yhtälöstä (1.35), ja siten
ω˜α(1) = β˜δ(1) = ϕσ¯(u).
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Nyt koska α(t) ∈ Uj1 kaikilla t ∈ I, niin (p ◦ α)(t) ∈ V kaikilla t ∈ I. Tällöin, koska
ω˜α(0) = w seuraa, että ω˜α(t) ∈ Uj2 kaikilla t ∈ I, jolloin erityisesti ϕσ¯(u) ∈ Uj1 . Siis
ϕσ¯Uj1 ⊂ Uj2 .
Olkoot pjn : Ujn ≈ V peitekuvauksen p indusoimat homeomorfismit, kun n = 1, 2.
Olkoon W ′ = W ∩ Uj2 , ja merkitään V ′ = pj2W ′. Olkoon F = p−1j1 V ′, ja havaitaan, että
F on nyt joukon Uj1 avoin osajoukko, jolloin se on avoin myös avaruudessa X, ja
z = p−1j1 (pj2(w)) ∈ F.
Lisäksi jos x ∈ F , niin ϕσ¯(x) = p−1j2 (pj1(x)) ∈ W ′ ⊂ W , sillä pj1(x) ∈ V ′. Tällöin
ϕσ¯F ⊂ W , jolloin määritelmän nojalla kuvaus ϕσ¯ on jatkuva pisteessä z. Koska piste
z ∈ X voidaan valita vapaasti joukosta X, niin seuraa, että kuvaus ϕσ¯ on jatkuva.
Nyt koska jokainen kuvaus ϕσ¯ on jatkuva seuraa, että ϕσ¯ ∈ Aut(X, Y, p) jokaisella
σ¯ ∈ pi(Y, y0). Tällöin yhtälön (1.37) nojalla kuvaus
ϕ : pi(Y, y0)→ Aut(X, Y, p), ϕ(σ¯) = ϕσ¯,
on homomorfismi, jolloin lauseen 1.34 nojalla riittää enää osoittaa, että kuvaus ϕ on
surjektio ja Ker(ϕ) = p∗pi(X, x0).
Olkoon ψ ∈ Aut(X, Y, p) ja merkitään w = ψ(x0). Nyt koska avaruusX on yhtenäinen,
niin lauseen 1.22 nojalla riittää löytää sellainen σ¯ ∈ pi(Y, y0), että ϕσ¯(x0) = w. Olkoon δ
polku pisteestä x0 pisteeseen w, ja olkoon σ = p ◦ δ. Tällöin σ ∈ Ω(Y, y0), ja nostolauseen
1.23 nojalla σ˜ = δ. Nyt poluksi γ voidaan valita vakiopolku εx0 , jolloin nostolauseesta
1.23 seuraa, että β˜γ = εδ(1), ja
ϕσ¯(x0) = β˜γ(1) = εδ(1)(1) = δ(1) = w.
Lauseen 1.22 nojalla ψ = ϕσ¯, jolloin seuraa, että kuvaus ϕ on surjektio. Jälkimmäinen
väite seuraa suoraan päättelyketjusta
σ¯ ∈ Ker(ϕ) ⇐⇒ ϕσ¯ = idX
⇐⇒ ϕσ¯(x0) = x0
⇐⇒ σ˜β˜γ(1) = x0, missä γ = εx0
⇐⇒ σ˜(1) = x0
⇐⇒ σ¯ ∈ p∗pi(X, x0),
missä viimeinen yhtäpitävyys seuraa lemmasta 1.25.
Nyt lauseen 1.34 nojalla löytyy yksikäsitteinen homomorfismi
ϕ¯ : pi(Y, y0)/p∗pi(X, x0)→ Aut(X, Y, p),
jolle ϕ¯(σ¯p∗pi(X, x0)) = ϕ(σ¯). Yllä olevan nojalla tämä kuvaus on bijektio, jolloin seuraa,
että se on haluttu isomorfismi.
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Lauseen 1.31 nojalla yhtenäisen ja lokaalisti polkuyhtenäisen avaruuden Y kaikki yh-
desti yhtenäiset peiteavaruudet ovat isomorfisia keskenään. Voidaan myös osoittaa, että
jokainen homomorfismi f : X1 → X2 on peitekuvaus. Tällöin seuraa, että avaruuden Y
yhdesti yhtenäinen peiteavaruus on peiteavaruus myös kaikille avaruuden Y muille peitea-
varuuksille, minkä vuoksi kutsumme yhtenäisen ja lokaalisti polkuyhtenäisen avaruuden
Y yhdesti yhtenäistä peiteavaruutta X universaalipeiteavaruudeksi.
Lauseen 1.33 nojalla universaalipeiteavaruuden (X, p) automorfismiryhmälle on nyt
voimassa seuraava tärkeä ominaisuus.
Korollaari 1.38. Olkoon (X, p) universaalipeiteavaruus kanta-avaruudelle Y . Tällöin
pi(Y, y) ∼= Aut(X, Y, p).
Todistus. Koska pi(X, x0) on triviaali ryhmä, niin myös ryhmä p∗pi(X, x0) on triviaali.
Tällöin lauseen 1.33 nojalla
pi(Y, y0) ∼= pi(Y, y0)/p∗pi(X, x0) ∼= Aut(X, Y, p).
Korollaarin 1.38 avulla voimme siis saada tietoa annetun avaruuden perusryhmästä
tutkimalla sen universaalipeiteavaruuden, mikäli se on olemassa, automorfismiryhmää.
Lähdetään seuraavaksi tutkimaan hieman topologisia monistoja sekä niiden universaali-
peiteavaruuksia.
1.4 Monistot
Palautetaan mieleen topologisten monistojen määritelmä.
Määritelmä 1.39. Sanomme, että topologinen avaruus M on n-monisto, tai lyhyem-
min vain monisto, jos se on numeroituvakantainen Hausdorffin avaruus, jonka jokaisella
pisteellä x ∈M on avaruuden Rn kanssa homeomorfinen ympäristö U ⊂M , kun n ∈ N.
On hieman epätriviaalia todeta, että annetulla yhtenäisellä n-monistollaM on olemas-
sa universaalipeiteavaruus. Osoittautuu kuitenkin, että universaalipeiteavaruuden olemas-
saoloon riittää eräs mielenkiintoinen avaruuden M lisäominaisuus.
Määritelmä 1.40. Sanomme, että avaruus Y on semilokaalisti yhdesti yhtenäinen, jos
jokaisella pisteellä y ∈ Y on ympäristö U ⊂ Y niin, että jokainen silmukka α : I → U on
nollahomotooppinen avaruudessa Y .
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Olkoon Y pallokuori S2, ja olkoon y ∈ Y mikä tahansa piste. Olkoon x ∈ Y \ {y,−y},
ja valitaan U = Y \ {x,−x}. Tällöin y ∈ U ja U on avoin avaruudessa Y . Nyt koska
jokainen U :n silmukka on selvästi nollahomotooppinen avaruudessa Y , niin avaruus Y on
semilokaalisti yhdesti yhtenäinen. Tähän olisi myös riittänyt valita U = Y . Mielenkiin-
toista on kuitenkin se, että nyt erityisesti löytyy sellainen avaruuden U silmukka, joka ei
ole nollahomotooppinen U :ssa. Tällöin havaitaan, että määritelmässä 1.40 perusryhmän
pi(U, y) ei tarvitse olla triviaali.
Lause 1.41. Olkoon Y yhtenäinen ja lokaalisti polkuyhtenäinen avaruus. Tällöin avaruu-
della Y on universaalipeiteavaruus X jos ja vain jos avaruus Y on semilokaalisti yhdesti
yhtenäinen.
Todistus. Kts. Fulton [5], lause 13.20.
Osoitetaan seuraavaksi, että jokaisella yhtenäisellä monistolla M on peiteavaruus X,
joka on lisäksi lokaalisti polkuyhtenäinen ja metristyvä. Havaitaan kuitenkin ensin seu-
raavat kaksi lemmaa.
Lemma 1.42. Olkoon X numeroituvakantainen ja semilokaalisti yhdesti yhtenäinen ava-
ruus. Tällöin avaruuden X jokainen peiteavaruus on myös numeroituvakantainen.
Todistus. Kts. Massey [12], propositio 12.1. s. 181.
Lemma 1.43. (a) Jokainen monisto M on lokaalisti kompakti.
(b) Olkoon X lokaalisti kompakti Hausdorffin avaruus, ja olkoon U pisteen a ∈ X ym-
päristö. Tällöin pisteellä a on sellainen ympäristö V , että V¯ on kompakti ja V¯ ⊂ U .
(c) Lokaalisti kompakti Hausdorffin avaruus on säännöllinen.
(d) Säännöllinen ja numeroituvakantainen avaruus on metristyvä.
Todistus. Kts. Väisälä [14], tehtävä 17:7 sekä lauseet 17.3., 17.4. ja 19.5.
Lause 1.44. Jokaisella yhtenäisellä n-monistollaM on lokaalisti polkuyhtenäinen ja met-
ristyvä universaalipeiteavaruus X.
Todistus. Olkoon M yhtenäinen n-monisto, ja olkoon y ∈ M . Osoitetaan aluksi, että
avaruus M on lokaalisti polkuyhtenäinen ja semilokaalisti yhdesti yhtenäinen. Olkoon
U ⊂M pisteen y jokin ympäristö, ja olkoonW pisteen y sellainen ympäristö, että avaruus
W on homeomorfinen avaruuden Rn kanssa. Olkoon f : W ≈ Rn, ja asetetaan
W1 = W ∩ U ja W2 = f(W1).
20
Tällöin joukko W2 on avoin avaruudessa Rn ja f(y) ∈ W2, jolloin löytyy sellainen r > 0,
että B(f(y), r) ⊂ W2. Valitaan V = f−1(B(f(y), r)), jolloin y ∈ V ja V on avaruuden W
avoin ja polkuyhtenäinen osajoukko. Joukon W avoimuudesta seuraa, että joukko V on
avoin myös avaruudessa M , jolloin seuraa, että avaruus M on lokaalisti polkuyhtenäinen.
Havaitaan lisäksi, että avaruusW on polkuyhtenäinen, ja että lauseen 1.18 nojalla pi(W ) ∼=
pi(Rn). Ryhmän pi(Rn) triviaaliuden nojalla myös ryhmä pi(W ) on triviaali, jolloin seuraa,
että jokainen silmukka α : I → W on nollahomotooppinen avaruudessaM . Tällöin avaruus
M on semilokaalisti yhdesti yhtenäinen avaruus.
Lauseen 1.41 ja huomautuksen 1.32 nojalla avaruudella M on lokaalisti polkuyhtenäi-
nen universaalipeiteavaruus X. Osoitetaan seuraavaksi, että X on metristyvä.
Näytetään aluksi, että avaruus X on lokaalisti kompakti Hausdorffin avaruus. Olkoon
nyt x ∈ X ja merkitään y = p(x), missä p : X → M on peitekuvaus. Olkoon V ⊂ M
pisteen y peiteympäristö, ja havaitaan, että lemman 1.43 kohtien (a) ja (b) nojalla on
olemassa sellainen pisteen y ympäristö W , että W¯ on kompakti ja W¯ ⊂ V . Tällöin
pisteen x ympäristö W ′ = p−1W on sellainen, että W ′ on kompakti, jolloin seuraa, että
avaruus X on lokaalisti kompakti. Seuraavaksi olkoon z ∈ X sellainen, että z 6= x. Nyt jos
p(z) = p(x), niin peitekuvauksen määritelmästä seuraa, että pisteillä z ja x on olemassa
keskenään homeomorfiset ympäristöt U 3 z ja U ′ 3 x, joille pätee, että U ∩ U ′ = ∅.
Toisaalta jos p(z) 6= p(x), niin moniston M Hausdorff-ominaisuuden nojalla pisteillä p(z)
ja p(x) on olemassa erilliset peiteympäristöt V 3 p(z) ja V ′ 3 p(x), jolloin valitsemalla
W = p−1V ja W ′ = p−1V ′ saadaan, että z ∈ W , x ∈ W ′ ja W ∩W ′ = ∅. Tällöin seuraa,
että avaruus X on Hausdorffin avaruus. Lemman 1.43 kohdan (c) nojalla avaruus X on
nyt erityisesti säännöllinen. Koska avaruus M osoitettiin olevan semilokaalisti yhdesti
yhtenäinen, lemman 1.42 nojalla avaruus X on numeroituvakantainen. Tällöin lemman
1.43 kohdan (d) nojalla seuraa, että avaruus X on metristyvä.
Lause 1.44 on hyvä esimerkki siitä, että yhtenäisten monistojen universaalipeiteava-
ruuksille voidaan osoittaa melko vahvojakin tuloksia. Lähdemme seuraavaksi tarkastele-
maan lauseen 1.44 antaman universaalipeiteavaruuden automorfismiryhmän ominaisuuk-
sia, kun kanta-avaruutena oleva monisto on vielä lisäksi kompakti. Tätä varten tarvit-
semme kuitenkin transformaatioryhmän käsitteen. Tutustutaan seuraavaksi siis hieman
topologisten transformaatioryhmien teoriaan.
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Luku 2
Transformaatioryhmät
Tässä luvussa tutustumme lyhyesti topologisiin transformaatioryhmiin, ja määrittelemme
niiden ns. vahvat toiminnat. Suurin osa tuloksista ja esimerkeistä on peräisin K. Kawaku-
bon kirjasta The Theory of Transformation Groups [9] sekä E. Elfvingin luentomuistiinpa-
noista [4] samasta aiheesta. Näistä aiheista enemmän kiinnostuneelle lukijalle suosittelem-
me jälleen syvällisempää tutustumista alan kirjallisuuteen. Eräänä lähteenä ehdotamme
T. tom Dieckin kirjaa Algebraic Topology [2] s. 15–21.
2.1 Ryhmän toiminta ja topologiset ryhmät
Määritelmä 2.1. Olkoon G ryhmä ja X joukko. Sanomme, että kuvaus ϕ : G×X → X
on ryhmän G toiminta, jos
(T1) ϕ(e, x) = x jokaisella x ∈ X, kun e ∈ G on neutraalialkio;
(T2) ϕ(g1, ϕ(g2, x)) = ϕ(g1g2, x) kaikilla g1, g2 ∈ G ja x ∈ X.
Kutsumme kolmikkoa (X,G, ϕ) transformaatioryhmäksi tai ryhmän G toiminnaksi
joukossa X. Lisäksi sanomme, että joukko X on G-joukko. Yleensä jos sekaannuksen
vaaraa ei ole, kirjoitamme ryhmän G toiminnan muodossa gx, kun g ∈ G ja x ∈ X.
Tällöin yllä olevan määritelmän ehdot voidaan kirjoittaa muodossa
(T1’) ex = x kaikilla x ∈ X;
(T2’) g1(g2x) = (g1g2)x kaikilla g1, g2 ∈ G ja x ∈ X.
Esimerkki 2.2. (i) Olkoon G jokin ryhmä ja g, h ∈ G. Tällöin kuvaus
ϕ : G×G→ G, ϕ(g, h) = gh
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on ryhmän G toiminta itsessään. Lisäksi jos X on jokin joukko, niin kuvaus
ψ : G×X → X, ψ(g, x) = x,
on selvästi ryhmän G toiminta joukossa X. Kutsumme tätä toimintaa triviaaliksi
toiminnaksi.
(ii) Olkoon ϕ : R× R2 → R2, ϕ(t, (x, y)) = (x+ t, y). Havaitaan, että
(T1) ϕ(0, (x, y)) = (x+ 0, y) = (x, y) kaikilla (x, y) ∈ R2, ja
(T2) jos t1, t2 ∈ R ja (x, y) ∈ R2, niin pätee, että
ϕ(t1, ϕ(t2, (x, y))) = ϕ(t1, (x+ t2, y)) = ((x+ t1) + t2, y)
= (x+ (t1 + t2), y)
= ϕ(t1 + t2, (x, y)).
Tällöin seuraa, että ϕ on ryhmän (R,+) toiminta joukossa R2.
(iii) Merkitään kaikkien kääntyvien reaalikertoimisten n×n-matriisien joukkoaGL(n,R),
ja olkoon
ϕ : GL(n,R)× Rn → Rn, ϕ(A,x) = Ax,
kun A ∈ GL(n,R) ja x ∈ Rn. Voidaan osoittaa, että joukko GL(n,R) on ryhmä,
kun laskutoimitukseksi valitaan matriisien kertolasku. Havaitaan nyt, että
(T1’) Inx = x jokaisella x ∈ Rn, ja
(T2’) jos A,B ∈ GL(n,R) ja x ∈ Rn, niin B(Ax) = (BA)x.
Tällöin seuraa, että ϕ määrittelee ryhmän (GL(n,R), ·) toiminnan joukossa Rn.
Määritelmä 2.3. Sanomme, että ryhmä G on topologinen ryhmä, jos se on topologinen
Hausdorffin avaruus, ja laskutoimituskuvaus
µ : G×G→ G, µ(g, h) = gh,
sekä käänteisalkiokuvaus
θ : G→ G, θ(g) = g−1,
ovat jatkuvia kuvauksia.
Pienellä vaivalla nähdään, että kaikki tutut ryhmät (R,+), (Rn,+), (C \ {0}, ·) ja
(S1, ·) ovat topologisia ryhmiä. Lisäksi havaitaan, että käänteisalkiokuvaukselle θ pätee,
että θ ◦ θ = idG. Tällöin seuraa, että θ on aina luonnostaan homeomorfismi. Havaitaan
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myös, että mikä tahansa ryhmä voidaan aina saattaa topologiseksi ryhmäksi asettamalla
sen topologia olemaan diskreetti topologia.
Olkoon nyt G topologinen ryhmä, ja olkoon h ∈ G. Määritellään kuvaukset Rh : G→
G ja Lh : G→ G asettamalla
Rh(g) = gh ja Lh(g) = hg.
Kutsumme näitä kuvauksia siirtokuvauksiksi, ja sanomme, että kuvaus Rh on oikeanpuo-
leinen h-siirto. Vastaavasti sanomme, että kuvaus Lh on vasemmanpuoleinen h-siirto.
Lause 2.4. Siirtokuvaukset Rh ja Lh ovat homeomorfismeja.
Todistus. Olkoon h ∈ G. Selvästi pätee, että
Rh ◦Rh−1 = id ja Rh1 ◦Rh = id,
joten kuvaus Rh−1 on kuvauksen Rh käänteiskuvaus. Olkoon µ| kuvauksen µ rajoittuma
joukkoon G×{h}, ja asetetaan ψ(g) = (g, h), kun g ∈ G. Tällöin pätee, että ψ on jatkuva
kuvaus G → G × {h} ja Rh = µ| ◦ ψ. Koska µ:n oletettiin olevan jatkuva, niin Rh on
jatkuva. Vastaavasti kuvaus Rh−1 on jatkuva, ja siten Rh on homeomorfismi. Kuvaus Lh
osoitetaan homeomorfismiksi vastaavasti asettamalla ψ(g) = (h, g).
Siirtokuvausten avulla voimme nyt tehdä seuraavan havainnon. Olkoot A ja B topo-
logisen ryhmän G osajoukkoja, ja merkitään
AB = {gh | g ∈ A ja h ∈ B}.
Tällöin pätee, että
AB =
⋃
{gB | g ∈ A} =
⋃
g∈A
Lg(B)
=
⋃
{Ah | h ∈ B} =
⋃
h∈B
Rh(A).
Merkitsemme yleensä peräkkäin esiintyvät joukot yläindekseillä, jolloin esimerkiksi
AAABBAA = A3B2A2.
Lisäksi määrittelemme A−1 = θ(A) ja A−n = (A−1)n, kun n ≥ 1. Palaamme näihin
merkintöihin hieman myöhemmin, kun tutkimme ryhmän G virittäjäjoukkoa. Seuraavaksi
kuitenkin siirrymme tarkastelemaan ns. topologisia transformaatioryhmiä.
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2.2 Topologiset transformaatioryhmät
Määritelmä 2.5. Olkoon G topologinen ryhmä ja X topologinen avaruus. Sanomme,
että kolmikko (G,X, ϕ) on topologinen transformaatioryhmä, jos ryhmän G toiminta ϕ
avaruudessa X on jatkuva. Lisäksi sanomme, että X on G-avaruus.
Palautetaan mieleen muutama hyödyllinen topologian tulos.
Määritelmä 2.6. Olkoot X ja Y avaruuksia, ja olkoon f : X → Y kuvaus. Sanomme,
että kuvaus f on samastuskuvaus tai tekijäkuvaus, jos se on surjektio, ja jos se koindusoi
avaruuden Y alkuperäisen topologian, eli pätee, että V ⊂ Y on avoin, jos ja vain jos
f−1V ⊂ X on avoin.
Lemma 2.7. Olkoot X, Y ja Z topologisia avaruuksia, ja olkoon pi : X → Y tekijäkuvaus.
Olkoot f : X → Z ja g : Y → Z kuvauksia niin, että kaavio
X
f
&&
pi

Y g
// Z
kommutoi. Tällöin jos f on jatkuva, niin myös g on jatkuva.
Todistus. Olkoon U avaruuden Z avoin osajoukko, ja osoitetaan, että joukko g−1U on
avoin avaruudessa Y . Nyt koska f = g ◦ pi ja f on jatkuva, niin pätee, että
pi−1(g−1U) = f−1U,
ja f−1U on avoin avaruudessa X. Tällöin koska pi on tekijäkuvaus, niin g−1U on avoin
avaruudessa Y , jolloin seuraa, että kuvaus g on jatkuva.
Lemma 2.8. Olkoon pi : A→ B tekijäkuvaus, ja olkoon C jokin lokaalisti kompakti Haus-
dorffin avaruus. Tällöin tulokuvaus id× pi : C × A→ C ×B on tekijäkuvaus.
Todistus. Kts. Dold [3], lemma 2.13., s. 94.
Olkoon X nyt G-avaruus. Havaitaan, että jokainen alkio g ∈ G indusoi luonnollisella
tavalla jatkuvan kuvauksen ϕg : X → X, kun asetetaan ϕg = ϕ|{g} ×X. Kutsumme ku-
vausta ϕg transformaatioksi alkion g suhteen. Vastaavasti kuin lauseen 1.33 todistuksessa
havaitsemme, että
ϕg ◦ ϕh = ϕgh
kaikilla g, h ∈ G, jolloin seuraa, että kuvaus ϕg on luonnostaan aina bijektio käänteisku-
vauksenaan kuvaus ϕg−1 . Tällöin pätee seuraava tulos.
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Lause 2.9. Olkoon (G,X, ϕ) topologinen transformaatioryhmä, ja olkoon g ∈ G. Tällöin
transformaatio ϕg : X → X, ϕg(x) = ϕ(g, x), on homeomorfismi. 
Asetetaan nyt avaruudessa X relaatio
x1 ∼ x2 ⇐⇒ gx1 = x2 jollakin g ∈ G.
Melko helposti nähdään, että relaatio ∼ on ekvivalenssirelaatio. Merkitään
Gx = {gx ∈ X | g ∈ G} ,
ja havaitaan, että jos [x]∼ on alkion x ∈ X ekvivalenssiluokka relaation ∼ suhteen, niin
pätee, että [x]∼ = Gx. Kutsumme joukkoa Gx pisteen x ∈ X radaksi (engl. orbit), ja
havaitsemme, että sille on voimassa seuraava tulos.
Lause 2.10. Kaikille x1, x2 ∈ X pätee, että Gx1 = Gx2 tai Gx1 ∩Gx2 = ∅. 
Merkitään
X/G = {Gx | x ∈ X}
olemaan kaikkien ratojen joukko, ja olkoon pi : X → X/G sellainen projektio, joka ku-
vaa pisteen x omaksi radakseen. Tällöin siis pi(x) = Gx kaikilla x ∈ X. Olkoon joukon
X/G topologia projektion pi antama tekijätopologia. Kutsumme avaruutta X/G avaruu-
den X rata-avaruudeksi, ja sanomme, että projektio pi on rata-avaruuden X/G kanoninen
projektio. Tällä projektiolla on nyt eräs tärkeä ominaisuus.
Lause 2.11. Kanoninen projektio pi : X → X/G on avoin tekijäkuvaus.
Todistus. Määritelmän nojalla kuvaus pi koindusoi rata-avaruuden X/G topologian, jol-
loin seuraa, että se on tekijäkuvaus. Osoitetaan nyt, että pi on avoin kuvaus. Olkoon U
avaruuden X avoin osajoukko, ja havaitaan, että jos y ∈ pi−1(pi(U)), niin pi(y) ∈ pi(U).
Tällöin Gy ∩Gx 6= ∅ jollakin x ∈ U , jolloin lauseen 2.10 nojalla Gy = Gx, ja pätee, että
y ∈ Gx ⊂
⋃
x∈U
Gx.
Tällöin pi−1(pi(U)) ⊂ ⋃x∈U Gx. Kääntäen jos y ∈ ⋃x∈U Gx, niin y ∈ Gx jollakin x ∈ U ,
jolloin lauseen 2.10 nojalla Gy = Gx. Tällöin pi(y) = pi(x) ∈ pi(U), jolloin y ∈ pi−1(pi(U)),
ja saadaan, että
⋃
x∈U Gx ⊂ pi−1(pi(U)). Siis
pi−1(pi(U)) =
⋃
x∈U
Gx.
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Havaitaan nyt, että ⋃
x∈U
Gx = {gx | g ∈ G, x ∈ U} =
⋃
g∈G
gU.
Koska pätee, että gU = ϕgU ja kuvaus ϕg on lauseen 2.9 nojalla homeomorfismi jokaisella
g ∈ G, niin joukko gU on avoin avaruudessa X jokaisella g ∈ G. Tällöin erityisesti
joukko pi−1(pi(U)) on avoin avaruudessa X, jolloin tekijätopologian määritelmän nojalla
kuvajoukko pi(U) on avoin avaruudessa X/G.
Määritellään vielä eräsG-avaruuksiin liittyvä kuvaustyyppi. OlkootX ja Y G-avaruuk-
sia, ja olkoon kuvaus f : X → Y sellainen, että on kaikilla g ∈ G ja x ∈ X pätee, että
f(gx) = gf(x),
eli jos merkitään ϕ : G×X → X ja ψ : G× Y → Y olemaan ryhmän G toimintoja, niin
kaavio
G×X
ϕ

id×f // G×X
ψ

X
f
// Y
kommutoi. Sanomme, että kuvaus f on G-ekvivariantti tai lyhyemmin G-kuvaus. So-
vellamme tällaista kuvausta hieman myöhemmin seuraavassa luvussa, kun käsittelemme
sopivalla tavalla määritellyn metriikan invarianttiutta erään toiminnan suhteen. Nyt kui-
tenkin tarkastelemme hieman ns. vahvoja toimintoja.
2.3 Vahvat toiminnat
Olkoon G topologinen ryhmä, ja olkoon X G-avaruus. Olkoot A ⊂ X ja B ⊂ X, ja
merkitään
G(A|B) = {g ∈ G | B ∩ gA 6= ∅}.
Näytetään, että seuraavat ominaisuudet ovat voimassa.
Lemma 2.12. Olkoot A, B, C ja D G-avaruuden X osajoukkoja. Tällöin pätee, että
(i) G(A|B)−1 = G(B|A),
(ii) G(A ∪B|C) = G(A|C) ∪G(B|C),
(iii) jos A ⊂ C ja B ⊂ D, niin G(A|B) ⊂ G(C|D),
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Todistus. (i) Olkoon g ∈ G, ja olkoon ϕg−1 transformaatio alkion g käänteisalkion suhteen.
Tällöin lauseen 2.9 nojalla ϕg−1 on homeomorfismi, ja pätee, että
g−1(B ∩ gA) = ϕg−1(B ∩ ϕg(A)) = ϕg−1(B) ∩ ϕg−1(ϕg(A))
= ϕg−1(B) ∩ A
= g−1B ∩ A.
Siis B ∩ gA 6= ∅ jos ja vain jos g−1B ∩A 6= ∅. Tällöin pätee, että g ∈ G(A|B) jos ja vain
jos g−1 ∈ G(B|A), joten G(B|A) = G(A|B)−1.
(ii) Kohdan (i) nojalla väite seuraa päättelyketjusta
g ∈ G(A ∪B|C) ⇐⇒ g−1 ∈ G(C|A ∪B)
⇐⇒ (A ∪B) ∩ g−1C 6= ∅
⇐⇒ (A ∩ g−1C) ∪ (B ∩ g−1C) 6= ∅
⇐⇒ (A ∩ g−1C) 6= ∅ tai (B ∩ g−1C) 6= ∅
⇐⇒ g−1 ∈ G(C|A) tai g−1 ∈ G(C|B)
⇐⇒ g ∈ G(A|C) tai g ∈ G(B|C)
⇐⇒ g ∈ G(A|C) ∪G(B|C).
(iii) Olkoon g ∈ G(A|B). Tällöin B ∩ gA 6= ∅, ja siis myös D ∩ gC 6= ∅. Tällöin
g ∈ G(C|D).
Määritelmä 2.13. Olkoon (G,X,ϕ) topologinen transformaatioryhmä, missä G on lo-
kaalisti kompakti topologinen ryhmä jaX on Hausdorffin avaruus. Sanomme, että ryhmän
G toiminta avaruudessa X on Borel-vahva tai lyhyemmin vahva (engl. Borel proper), jos
G(A|A) on ryhmän G kompakti osajoukko aina, kun A ⊂ X on kompakti.
Kirjallisuudessa esiintyy käsitteelle proper useita eri määritelmiä, jotka eivät ole kes-
kenään yhtäpitäviä. Annamme pian toisen määritelmän tälle käsitteelle, ja osoitamme,
että tietyillä oletuksilla se palautuu yllä olevaan määritelmään.
Lemma 2.14. Olkoot A ⊂ X ja B ⊂ Y kompakteja osajoukkoja, ja olkoon W joukon
A × B ympäristö avaruudessa X × Y . Tällöin löytyy sellaiset avoimet joukot U ⊃ A ja
V ⊃ B, että U × V ⊂ W .
Todistus. Kts. Väisälä [14], lause 15.24.
Lemma 2.15. Olkoon G topologinen ryhmä, ja olkoon X G-avaruus. Olkoon A ⊂ X kom-
pakti osajoukko ja B jokin avaruuden X suljettu osajoukko. Tällöin G(A|B) on suljettu
avaruudessa G.
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Todistus. Osoitetaan, että joukko S = G\G(A|B) on avoin avaruudessa G. Olkoon h ∈ S.
Tällöin pätee, että hA∩B = ∅, jolloin seuraa, että hA ⊂ X\B. Merkitään ϕ : G×X → X
olemaan ryhmän G toiminta avaruudessa X. Tällöin seuraa, että ϕ({h} × A) ⊂ X \ B,
jolloin kuvauksen toiminnan ϕ jatkuvuuden nojalla joukko ϕ−1(X \B) on joukon {h}×A
ympäristö avaruudessa G ×X. Lemman 2.14 nojalla tällöin löytyy ympäristöt U ⊃ {h}
ja V ⊃ A niin, että U × V ⊂ ϕ−1(X \B), jolloin pätee, että
ϕ(U × V ) ⊂ X \B.
Tällöin erityisesti pätee, että ϕ(U ×A) ⊂ X \B. Nyt jos k ∈ U , niin kA ⊂ X \B, eli
kA∩B = ∅. Tällöin k ∈ S, jolloin alkiolle h löytyy ympäristö U , jolle pätee, että U ⊂ S.
Siis joukko S on avoin avaruudessa G.
Määritelmä 2.16. Olkoon G lokaalisti kompakti topologinen ryhmä, ja olkoon X Haus-
dorffin G-avaruus. Sanomme, että toiminta on ankara (engl. proper), jos kaikille pisteille
x, y ∈ X löytyy ympäristöt U ja V niin, että sulkeuma G(U |V ) on kompakti.
Lause 2.17. Olkoon G lokaalisti kompakti ryhmä, ja olkoon X lokaalisti kompakti Haus-
dorffin G-avaruus. Tällöin ryhmän G toiminta avaruudessa X on vahva, jos ja vain jos
se on ankara.
Todistus. Oletetaan aluksi, että toiminta on vahva. Olkoot x, y ∈ X, ja valitaan niille
vastaavat ympäristöt U ja V niin, että sulkeumat U ja V ovat kompakteja. Asetetaan
A = U ∪ V , jolloin pätee, että joukko A on kompakti ja siten suljettu avaruudessa X.
Havaitaan myös, että tällöin oletuksen nojalla joukko G(A|A) on myös kompakti. Lemman
2.12 nojalla nyt pätee, että
G(U |V ) ⊂ G (U ∣∣V ) ⊂ G(A|A),
jolloin lemman 2.15 nojalla G(U |V ) ⊂ G(A|A). Tällöin erityisesti joukko G(U |V ) on
kompakti, ja siten määritelmän 2.16 nojalla ryhmän G toiminta on ankara.
Oletetaan nyt, että toiminta on ankara. Olkoon joukko A ⊂ X kompakti, ja valitaan
jokaista paria (x, y) ∈ A × A kohti vastaavat ympäristöt U(x,y) 3 x ja V(x,y) 3 y niin,
että sulkeuma G(U(x,y)|V(x,y)) on kompakti. Koska joukko A×A on kompakti, niin löytyy
äärellinen joukko K ⊂ A × A niin, että kokoelma D = {U(x,y) × V(x,y) | (x, y) ∈ K} on
joukon A× A avoin peite.
Kirjoitetaan K = {(xi, yi) | i = 1, 2, . . . , n}, ja tehdään seuraava havainto. Olkoon
g ∈ G(A|A), jolloin löytyy sellaiset a1, a2 ∈ A, että ga1 = a2. Nyt koska
(a1, a2) ∈ U(xi,yi) × V(xi,yi) jollakin i ∈ {1, 2, . . . , n},
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niin pätee, että g ∈ G(U(xi,yi)|V(xi,yi)). Tällöin seuraa, että
G(A|A) ⊂
n⋃
i=1
G(U(xi,yi)|V(xi,yi)). (2.18)
Koska yhtälön 2.18 oikea puoli on kompakti, ja lemman 2.15 nojalla G(A|A) ⊂ G on
suljettu, niin myös G(A|A) on kompakti. Tällöin määritelmän 2.13 nojalla ryhmän G
toiminta on vahva.
Palataan nyt peitetransformaatioiden pariin, ja osoitetaan, että kompaktin ja yhte-
näisen moniston kaltaisessa tilanteessa lauseen 1.44 antaman universaalipeiteavaruuden
automorfismiryhmä käyttäytyy sopivalla tavalla hyvin.
2.4 Peitetransformaatiot
Olkoon X peiteavaruus kanta-avaruudelle Y , ja olkoon h ∈ Aut(X, Y, p). Tällöin h : X →
X on homeomorfismi, ja pätee, että p◦h = p. Kutsutaan nyt kuvausta h peitetransformaa-
tioksi, ja osoitetaan, että niiden avulla voidaan määritellä ryhmän Aut(X, Y, p) toiminta
avaruuteen X.
Lause 2.19. Olkoon H automorfismiryhmä Aut(X, Y, p) ja asetetaan
ϕ(h, x) = h(x), kun h ∈ H, x ∈ X. (2.20)
Tällöin yhtälö (2.20) määrittelee ryhmän H toiminnan avaruudelle X.
Todistus. Olkoot h ∈ H ja x ∈ X. Tällöin h(x) ∈ X on yksikäsitteisesti määritelty alkio,
jolloin seuraa, että yhtälö (2.20) antaa hyvin määritellyn kuvauksen ϕ : H × X → X.
Lisäksi havaitaan, että
(T1) ϕ(id, x) = id(x) = x jokaisella x ∈ X, ja
(T2) jos h1, h2 ∈ H ja x ∈ X, niin
ϕ(h1, ϕ(h2, x)) = ϕ(h1, h2(x)) = h1(h2(x))
= (h1 ◦ h2)(x) = ϕ(h1 ◦ h2, x).
Tällöin seuraa, että ϕ määrittelee ryhmän H toiminnan avaruudelle X.
Olkoon (G,X, ϕ) nyt jokin topologinen transformaatioryhmä. Sanomme, että ryhmän
G toiminta on tasainen (engl. even), jos jokaisella pisteellä x ∈ X on ympäristö V niin,
että gV ∩ hV = ∅, kun g 6= h. Tämä käsite ei ole kansainvälisessä käytössä, ja standardi
käsite tässä asiayhteydessä olisikin vapaa ja vahvasti epäjatkuva toiminta (engl. free and
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properly discontinuous action). Tämän hieman pitkän ja kankean käsitteen huono puoli
on tosin se, ettei sana ”epäjatkuva” ota mitään kantaa toiminnan jatkuvuuteen, vaan
viittaa vain siihen, että radat Gx ovat avaruuden X diskreettejä osajoukkoja. Ongelmia
lisää myös se, että käsite ”properly discontinuous” esiintyy alan kirjallisuudessa hieman
epäjohdonmukaisesti riippuen asiayhteydestä.
Lause 2.21. Olkoon (X, p) yhtenäinen peiteavaruus kanta-avaruudelle Y , ja olkoon au-
tomorfismiryhmä H = Aut(X, Y, p) varustettu diskreetillä topologialla. Tällöin ryhmän H
toiminta avaruudessa X on tasainen.
Todistus. Olkoon x ∈ X, ja olkoon W pisteen p(x) peiteympäristö. Olkoon V pisteen
x ympäristö niin, että rajoittuma p|V on homeomorfismi V ≈ W , ja olkoot g, h ∈ H
sellaisia automorfismeja, että g 6= h. Näytetään nyt, että
gV ∩ hV = ∅.
Tehdään vastaoletus, että gV ∩ hV 6= ∅. Tällöin löytyy z ∈ gV ∩ hV , jolloin löytyy
sellaiset a, b ∈ V , että h(a) = z = g(b). Automorfismien määritelmän sekä lauseen 1.30
nojalla seuraa, että g−1h = g−1 ◦ h ∈ H ja p ◦ (g−1h) = p, jolloin pätee, että
p(a) = p(g−1h(a)) = p(g−1(z)) = p(b).
Koska rajoittuma p|V on injektio, niin seuraa, että a = b, jolloin pätee, että
g−1h(a) = b = a.
Lauseen 1.22 nojalla tällöin g−1h = id, jolloin g = h, mikä on ristiriidassa oletuksen
kanssa. Tällöin seuraa, että gV ∩ hV = ∅.
Lause 2.22. Olkoon Y kompakti yhtenäinen Hausdorffin avaruus, ja olkoon (X, p) ava-
ruuden Y lokaalisti kompakti Hausdorffin universaalipeiteavaruus. Olkoon H automorfis-
miryhmä Aut(X, Y, p) varustettuna diskreetillä topologialla. Tällöin automorfismiryhmän
H toiminta avaruudessa X on vahva, ja rata-avaruus X/H on kompakti.
Todistus. Olkoon x ∈ X, ja asetetaan Λ: X/H → Y , Λ(Hx) = p(x). Osoitetaan aluksi,
että Λ on hyvin määritelty homeomorfismi.
(a) Olkoot x, y ∈ X sellaisia, että Hx = Hy. Tällöin x ∈ Hy, ja siis löytyy h ∈ H niin,
että
x = ϕ(h, y) = h(y).
Koska p ◦ h = p, niin tällöin pätee, että p(x) = p(h(y)) = p(y), jolloin seuraa, että
Λ on hyvin määritelty.
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(b) Osoitetaan, että kuvaus Λ on bijektio.
(1) Olkoon z ∈ Y . Kuvauksen p surjektiivisuudesta seuraa, että tällöin löytyy jokin
x ∈ X niin, että Λ(Hx) = p(x) = z. Tällöin Λ on surjektio.
(2) Olkoot x, y ∈ X sellaisia, että p(x) = p(y). Tällöin lauseen 1.31 nojalla löytyy
isomorfismi h ∈ H, jolle h(x) = y, jolloin y ∈ Hx. Lauseen 2.10 nojalla Hy =
Hx, jolloin seuraa, että Λ on injektio.
Kohtien (1) ja (2) nojalla Λ on bijektio.
(c) Osoitetaan, että Λ on jatkuva avoin kuvaus. Havaitaan, että p = Λ ◦ pi, eli kaavio
X
pi

p
''
X/H
Λ
// Y
kommutoi, kun pi : X → X/H on kanoninen surjektio. Koska pi on tekijäkuvaus,
niin lemman 2.7 nojalla Λ on jatkuva. Olkoon U ⊂ X/H avoin joukko, ja merkitään
V = pi−1U . Tällöin V on avoin X:ssä, jolloin pV on avoin Y :ssä. Nyt seuraa, että
ΛU = pV , mikä nähdään päättelyketjulla
x ∈ pV ⇔ x = p(y) jollakin y ∈ V
⇔ x = Λ(Hy) jollakin Hy ∈ U
⇔ x ∈ ΛU.
Tällöin ΛU on avoin joukko, joten Λ on avoin kuvaus.
Kohdista (a), (b) ja (c) seuraa, että Λ on homeomorfismi X/H ≈ Y , jolloin rata-avaruus
X/H on kompakti.
Osoitetaan seuraavaksi, että toiminta ϕ on vahva. Olkoot x, y ∈ X, ja oletetaan aluksi,
että p(x) 6= p(y). Tällöin koska Y on Hausdorffin avaruus, löytyy pisteen p(y) ympäristö
V1 ja löytyy pisteen p(x) ympäristö V2 niin , että V1 ∩ V2 = ∅. Olkoot U1 ja U2 pisteiden
p(y) ja p(x) vastaavat peiteympäristöt, ja olkoot Wi = Vi ∩ Ui, kun i = 1, 2. Merkitään
B1 = p
−1W1 ja B2 = p−1W2, jolloin seuraa, että y ∈ B1 ja x ∈ B2 ja
B1 ∩B2 = ∅.
Nyt seuraa, että jos h ∈ H, niin hB1 ∩ B2 = ∅, sillä jos z ∈ hB1 ∩ B2, niin z = h(u)
jollakin u ∈ B1, ja koska p ◦ h = p, niin p(z) = p(h(u)) = p(u), jolloin z ∈ B1 ∩ B2, mikä
on ristiriita. Tällöin G(B1|B2) = ∅.
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Oletetaan nyt, että p(x) = p(y). Vastaavasti kuin yllä lauseen 1.31 nojalla löytyy
sellainen h ∈ H, että h(x) = y. Lauseen 2.21 nojalla pisteelle x löytyy ympäristö V niin,
että gV ∩ hV = ∅, kun g 6= h, jolloin valitsemalla B1 = hV ja B2 = V seuraa, että
G(B1|B2) = {h}. Tällöin pätee, että kaikille pisteille x, y ∈ X löytyy ympäristöt B1 3 y
ja B2 3 x niin, että sulkeuma G(B1|B2) on kompakti, jolloin toiminta ϕ on ankara. Tällöin
lauseen 2.17 nojalla se on erityisesti vahva.
Lauseen 2.22 hyödyllisyys tulee esiin seuraavassa luvussa, kun todistamme päätulok-
semme lauseen 3.40. Tarvitsemme kuitenkin vielä joitakin apukäsitteitä sekä niihin liit-
tyviä tuloksia, minkä vuoksi lähdemme nyt seuraavaksi tarkastelemaan, millä ehdoilla
annetulle ryhmälle löydetään ns. äärellinen esitys.
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Luku 3
Äärelliset esitykset
Tässä luvussa käymme läpi vielä muutamia tarpeellisia käsitteitä ja tuloksia liittyen ns.
perussysteemeihin ja vapaisiin ryhmiin, minkä jälkeen lähdemme tutkimaan ryhmien ää-
rellisiä esityksiä. Luku nojaa suurelta osin edeltäneiden lukujen käsitteisiin, minkä vuoksi
luvun rakenne on lukemisen kannalta edeltäneitä lukuja hieman vaativampi.
Suurin osa tämän luvun tuloksista perustuu H. Abelsin sekä P. Strantzalosin käsikir-
joitusversioon kirjasta Proper Transformation Groups [1]. Tämän lisäksi erityisesti pa-
rakompakteja avaruuksia käsittelevä osio on peräisin E. Elfvingin luentomuistiinpanoista
[4].
3.1 Perussysteemit
Määritelmä 3.1. Olkoon X G-avaruus, missä G on lokaalisti kompakti Hausdorffin to-
pologinen ryhmä, ja olkoot F ⊂ X ja E ⊂ G epätyhjiä osajoukkoja. Kutsumme paria
(F,E) perussysteemiksi (engl. fundamental system), jos se toteuttaa seuraavat ehdot:
(PS1) Joukko E sisältää neutraalialkion e.
(PS2) Jos g1, g2 ∈ E ja F ∩ g1F ∩ g2F 6= ∅, niin g−11 g2 ∈ E.
Olkoon (F,E) perussysteemi G-avaruudelle X. Olkoot (g1, x1), (g2, x2) ∈ G × F , ja
asetetaan relaatio
(g1, x1) ∼ (g2, x2) ⇐⇒ g−11 g2 ∈ E ja g1x1 = g2x2. (3.2)
Lause 3.3. Relaatio (3.2) on ekvivalenssirelaatio.
Todistus. Osoitetaan, että (3.2) toteuttaa ekvivalenssirelaation ehdot.
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(a) Olkoon (g, x) ∈ G × F . Tällöin pätee, että gx = gx ja g−1g = e ∈ E, jolloin
(g, x) ∼ (g, x).
(b) Olkoot (g1, x1), (g2, x2) ∈ G × F sellaisia, että (g1, x1) ∼ (g2, x2). Tällöin pätee,
että g−11 g2 ∈ E ja g1x1 = g2x2. Merkitään h = g−11 g2, jolloin hx2 = x1 ja siten
hF ∩ F 6= ∅. Tällöin erityisesti F ∩ eF ∩ hF 6= ∅, jolloin h−1 = h−1e ∈ E, ja siten
g−12 g1 ∈ E. Tällöin (g2, x2) ∼ (g1, x1).
(c) Olkoot (g1, x1), (g2, x2), (g3, x3) ∈ G×F sellaisia, että (g1, x1) ∼ (g2, x2) ja (g2, x2) ∼
(g3, x3). Tällöin g1x1 = g2x2 = g3x3 ja g−11 g2, g
−1
2 g3 ∈ E. Merkitään h1 = g−12 g1 ja
h2 = g
−1
2 g3, jolloin h2 ∈ E, ja (b)-kohdan nojalla myös h1 ∈ E. Nyt koska
h1x1 = x2 = h2x3,
niin h1F ∩ F ∩ h2F 6= ∅, jolloin h−11 h2 ∈ E. Tällöin
g−11 g3 = (g
−1
1 g2)(g
−1
2 g3) = h
−1
1 h2 ∈ E,
ja siten (g1, x1) ∼ (g3, x3).
Määritelmä 3.4. Olkoon [g, x] alkion (g, x) ∈ G× F ekvivalenssiluokka, ja olkoon
A = {[g, x] | (g, x) ∈ G× F}
varustettuna tekijätopologialla. Sanomme, että A on perussysteemiin (F,E) liittyvä teki-
jäavaruus. Tulkitsemme tarvittaessa alkion a ∈ A olemaan joukon G× F osajoukko.
Lause 3.5. Yhtälö Ψ(h, [g, x]) = [hg, x] määrittelee ryhmän G toiminnan avaruudessa A.
Todistus. Olkoon h ∈ G, ja olkoot (g1, x1), (g2, x2) ∈ G × F sellaisia, että (g1, x1) ∼
(g2, x2). Tällöin ekvivalenssirelaation (3.2) nojalla g−11 g2 ∈ E ja g1x1 = g2x2, jolloin
(hg1)x1 = h(g1x1) = h(g2x2) = (hg2)x2.
Koska
(g−11 h
−1)(hg2) = g−11 (h
−1h)g2 = g−11 g2 ∈ E,
niin seuraa, että (hg1, x1) ∼ (hg2, x2), jolloin Ψ: G × A → A, (h, [g, x]) 7→ [hg, x], on
hyvin määritelty kuvaus. Lisäksi havaitaan, että:
(1) jos (g, x) ∈ G× F , niin pätee, että e[g, x] = [eg, x] = [g, x],
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(2) jos h1, h2 ∈ G, ja jos (g, x) ∈ G× F , niin tällöin
h1(h2[g, x]) = [h1(h2g), x] = [(h1h2)g, x] = (h1h2)[g, x].
Osoitetaan vielä, että Ψ on jatkuva kuvaus. Olkoon pi : G × F → A tekijätopologian
indusoiva projektio. Nyt koskaG oletettiin olevan lokaalisti kompakti Hausdorffin avaruus,
niin lemman 2.8 nojalla kuvaus idG × pi : G× (G× F )→ G×A on tekijäkuvaus. Tällöin
koska Ψ ◦ (idG × pi) = pi ◦ (µ× idF ), eli kaavio
G×G× F µ×idF //
idG×pi

G× F
pi

G×A
Ψ
// A
kommutoi, niin lemman 2.7 nojalla kuvaus Ψ on jatkuva.
Lause 3.6. Asetetaan Φ[g, x] = gx. Tällöin Φ on hyvin määritelty jatkuva G-ekvivariantti
kuvaus A → X, jolla on osittainen sektio σ : F → A.
Todistus. Olkoot (g1, x1), (g2, x2) ∈ G × F sellaisia, että (g1, x1) ∼ (g2, x2), ja olkoon
h ∈ G. Tällöin pätee, että g1x1 = g2x2, ja
Φ(h[g1, x1]) = Φ[hg1, x1] = (hg1)x1 = h(g1x1) = h(Φ[g1, x1]),
jolloin seuraa, että Φ on hyvin määritelty G-ekvivariantti kuvaus. Lisäksi havaitaan, että
kaavio
G× F
pi

ψ|
##A
Φ
// X
kommutoi, kun ψ| on ryhmän G toiminta avaruudessa X rajoitettuna joukkoon G × F ,
ja pi on kanoninen surjektio. Tällöin lemman 2.7 nojalla Φ on jatkuva.
Olkoon x ∈ F , ja asetetaan σ(x) = [e, x] ∈ A. Helposti nähdään, että σ on yhdistet-
tynä kuvauksena F ϑ−→ G× F pi−→ A jatkuva, kun ϑ(x) = (e, x) ja
(Φ ◦ σ)(x) = Φ[e, x] = x.
Tällöin σ on kuvauksen Φ osittainen sektio.
Lähdetään nyt osoittamaan, että tietyillä oletuksilla avaruusA on metristyvä ja kuvaus
Φ on peitekuvaus.
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Lemma 3.7. Olkoon y ∈ σ(F ) ⊂ A. Tällöin pätee, että
pr1(y) = {g ∈ G | [g, x] = y jollakin x ∈ F} ⊂ E.
Todistus. Olkoon g ∈ pr1(y). Oletuksen nojalla y = [e, x′] jollakin x′ ∈ F . Tällöin ekviva-
lenssirelaation (3.2) nojalla yhtälöstä
[e, x′] = y = [g, x], missä x, x′ ∈ F ,
seuraa, että g = eg ∈ E.
Lause 3.8. Olkoon G lokaalisti kompakti Hausdorffin topologinen ryhmä. Oletetaan, että
G toimii isometrisesti yhtenäisessä metrisessä G-avaruudessa X, ja olkoot F ⊂ X ja E ⊂
G sellaisia, että pari (F,E) muodostaa perussysteemin, ja E on alkion e ∈ G ympäristö.
Oletetaan, että löytyy sellainen luku r0 > 0, että jokaista pistettä x ∈ F kohti löytyy h ∈ E
niin, että B(x, r0) ⊂ hF . Tällöin avaruus A on metristyvä, ja kuvaus Φ on peitekuvaus.
Todistus. Olkoon d avaruudenX G-invariantti metriikka, ja oletetaan, että d on rajoitettu
suljetulle välille [0, r0]. Asetetaan dA : A×A → R,
dA(a1, a2) =
{
d(Φ(a1),Φ(a2)), kun pr1(a1) ∩ pr1(a2) 6= ∅
r0, muulloin.
(3.9)
Lauseen 3.6 nojalla kuvaus Φ on hyvin määritelty, jolloin seuraa, että myös dA on hyvin
määritelty. Jaamme todistuksen nyt kolmeen väitteeseen.
Väite 1. Kuvaus dA on metriikka.
Todistus. Koska d on metriikka, niin määritelmästä (3.9) seuraa, että
dA(a1, a2) ≥ 0 ja dA(a1, a2) = dA(a2, a1)
kaikilla a1, a2 ∈ A. Lisäksi dA(a, a) = d(Φ(a),Φ(a)) = 0 jokaisella a ∈ A.
Oletetaan, että dA(a1, a2) = 0, ja osoitetaan, että a1 = a2. Määritelmän (3.9) nojalla
pätee, että
pr1(a1) ∩ pr1(a2) 6= ∅ ja d(Φ(a1),Φ(a2)) = dA(a1, a2) = 0.
Tällöin löytyy sellainen g ∈ G, että a1 = [g, x1] ja a2 = [g, x2] joillakin x1, x2 ∈ F , ja
d(gx1, gx2) = d(Φ(a1),Φ(a2)) = 0.
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KoskaG toimii isometrisesti avaruudessaX, niin seuraa, että d(x1, x2) = 0, jolloin x1 = x2.
Tällöin
a1 = [g, x1] = [g, x2] = a2.
Osoitetaan seuraavaksi kolmioepäyhtälön voimassaolo. Olkoon a ∈ A, ja merkitään
B(a) = {z ∈ A | dA(a, z) < r0}. Näytetään aluksi, että rajoittuma Φ|B(a) käyttäytyy
isometrisesti.
JoukonAmääritelmän nojalla löytyy sellainen g ∈ G, että g−1a = [e, x] jollakin x ∈ F .
Oletuksen nojalla B(x, r0) ⊂ hF jollakin h ∈ E, jolloin seuraa, että
B(h−1x, r0) = h−1B(x, r0) ⊂ F. (3.10)
Olkoon k = gh ∈ G, ja merkitään y = [e, x], jolloin k−1a = h−1y = [h−1, x]. Koska h ∈ E,
niin ekvivalenssirelaation (3.2) nojalla pätee, että (h−1, x) ∼ (e, h−1x), jolloin seuraa, että
k−1a = [e, h−1x] ∈ σ(F ). (3.11)
Tällöin lemman 3.7 nojalla
pr1(k
−1a) = {g ∈ G | [g, x] = k−1a jollakin x ∈ F} ⊂ E. (3.12)
Näytetään, että
B(a) = kσ(B(h−1x, r0)). (3.13)
Olkoon z ∈ B(a). Haluamme osoittaa, että k−1z ∈ σ(B(h−1x, r0)), mikä on yhtäpi-
tävää sen kanssa, että k−1z = [e, x′] jollakin x′ ∈ B(h−1x, r0). Määritelmän (3.9) nojalla
nyt pätee, että
pr1(z) ∩ pr1(a) 6= ∅ ja d(Φ(z),Φ(a)) < r0.
Olkoon q ∈ pr1(z) ∩ pr1(a), jolloin (3.12) nojalla pätee, että
k−1q ∈ pr1(k−1z) ∩ pr1(k−1a) ⊂ pr1(k−1z) ∩ E.
Merkitään g′ = k−1q, jolloin k−1z = [g′, x1] jollakin x1 ∈ F , ja g′ ∈ E. Nyt koska metriikka
d oletettiin olevan G-invariantti, niin lauseen 3.6 nojalla seuraa, että
d(g′x1, h−1x) = d(Φ(k−1z),Φ(k−1a))
= d(k−1Φ(z), k−1Φ(a))
= d(Φ(z),Φ(a)) < r0.
Tällöin g′x1 ∈ B(h−1x, r0) ⊂ F , jolloin ekvivalenssirelaation (3.2) nojalla
(g′, x1) ∼ (e, g′x1),
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ja seuraa, että k−1z = [e, g′x1] ∈ σ(B(Φ(k−1a), r0)). Tällöin z ∈ kσ(B(h−1x, r0)), ja siten
B(a) ⊂ kσ(B(h−1x, r0)). (3.14)
Kääntäen olkoon z ∈ kσ(B(h−1x, r0)). Tällöin pätee, että k−1z = [e, x0] jollakin x0 ∈
B(h−1x, r0), jolloin (3.11) nojalla
e ∈ pr1(k−1z) ∩ pr1(k−1a) eli k ∈ pr1(z) ∩ pr1(a).
Tällöin määritelmän (3.9) nojalla pätee, että
dA(z, a) = d(Φ(z),Φ(a)),
ja koska metriikka d oletettiin olevan G-invariantti, niin lauseen 3.6 nojalla
dA(z, a) = d(Φ(z),Φ(a)) = d(k−1Φ(z), k−1Φ(a))
= d(Φ(k−1z),Φ(k−1a))
= d(x0, h
−1x) < r0.
Tällöin z ∈ B(a), jolloin
kσ(B(h−1x, r0)) ⊂ B(a), (3.15)
ja kohta (3.13) seuraa kohdista (3.14) ja (3.15).
Nyt seuraa, että jos z1, z2 ∈ B(a), niin alkiot z1 ja z2 ovat muotoa [k, xi], joillakin
xi ∈ B(h−1x, r0), missä i = 1, 2. Tällöin pr1(z1) ∩ pr1(z2) 6= ∅, jolloin määritelmän (3.9)
nojalla seuraa, että Φ|B(a) käyttäytyy isometrisesti.
Olkoot nyt z1, z2, y ∈ A. Jos dA(z1, y) = r0 tai dA(z2, y) = r0, niin triviaalisti
dA(z1, z2) ≤ r0 ≤ dA(z1, y) + dA(z2, y).
Oletetaan, että dA(z1, y) < r0 ja dA(z2, y) < r0. Tällöin z1, z2 ∈ B(y), jolloin kuvauksen
Φ|B(y) isometrisyyden nojalla
dA(z1, z2) = d(Φ(z1),Φ(z2))
≤ d(Φ(z1),Φ(y)) + d(Φ(y),Φ(z2))
= dA(z1, y) + dA(z2, y).
Tällöin kolmioepäyhtälö on voimassa, jolloin väite 1 on todistettu.
Väite 2. Metriikka dA indusoi avaruuden A alkuperäisen topologian.
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Todistus. Olkoon τ avaruuden A tekijätopologia, ja olkoon τd metriikan dA indusoima
topologia. Olkoon F o joukon F sisäpisteiden joukko, ja osoitetaan aluksi, että joukko
σ(F o) on avoin avaruudessa (A, τ) ja kuvaus σ| : F o → σ(F o) on homeomorfismi.
Olkoon x ∈ F o, ja olkoon g ∈ E sellainen, että gx ∈ F . Merkitään
Ax =
{
(g−1, gx) | g ∈ E, gx ∈ F} ,
ja näytetään, että σ(x) = Ax. Olkoon (g−1, gx) ∈ Ax. Ekvivalenssirelaation (3.2) nojalla
(g−1, gx) ∼ (e, g−1gx) = (e, x),
jolloin seuraa, että (g−1, gx) ∈ σ(x). Tällöin Ax ⊂ σ(x). Kääntäen olkoon (b, y) ∈ σ(x).
Tällöin (b, y) ∼ (e, x), jolloin ekvivalenssirelaation (3.2) nojalla b−1 ∈ E ja by = x. Tämä
on yhtäpitävää sen kanssa, että b−1 ∈ E ja b−1x = y ∈ F , jolloin (b, y) = (b, b−1x) ∈ Ax.
Tällöin seuraa, että σ(x) ⊂ Ax, ja siten σ(x) = Ax.
Olkoon U avaruuden F o avoin osajoukko. Näytetään seuraavaksi, että joukko
U =
⋃
{σ(u) | u ∈ U}
on avoin avaruudessa G × F . Olkoon z ∈ U . Tällöin z ∈ σ(u) jollakin u ∈ U , jolloin
yllä olevan nojalla pätee, että z = (g−1, gu) jollakin g ∈ E. Merkitään U ′ = pi−1[Φ−1U ],
ja havaitaan, että Φ(pi(z)) = u, jolloin seuraa, että z ∈ U ′. Nyt koska U on avoin myös
avaruudessa X, niin joukko Φ−1U on avoin avaruudessa A, jolloin joukko U ′ on avoin
avaruudessa G× F , ja löytyy sellaiset avoimet joukot V ⊂ F ja W ⊂ G niin, että
z ∈ W × V ⊂ U ′.
Olkoon W0 = W ∩ E−1. Tällöin g−1 ∈ W0, jolloin W0 6= ∅. Olkoot h ∈ W0, y ∈ V ja
ω = hy, jolloin koska h ∈ W , niin ω = Φ[h, y] ∈ U ⊂ F . Toisaalta koska h−1 ∈ E,
niin ekvivalenssirelaation (3.2) nojalla seuraa, että (h, y) ∼ (e, ω), eli (h, y) ∈ σ(ω) ⊂ U .
Tällöin pätee, että
z ∈ W0 × V ⊂ U ,
jolloin joukko U on avoin avaruudessa G× F .
Nyt havaitaan, että
pi−1σ(U) = U .
Tämä seuraa suoraan päättelyketjusta
(g¯, y) ∈ pi−1σ(U) ⇔ [g¯, y] = [e, u] jollakin u ∈ U
⇔ (g¯, y) ∈ σ(u) jollakin u ∈ U
⇔ (g¯, y) ∈
⋃
{σ(u) | u ∈ U} .
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Tällöin joukko σ(U) on avoin avaruudessa (A, τ), jolloin erityisesti σ(F o) on avoin ava-
ruudessa (A, τ), ja kuvaus σ| : F o → σ(F o) on jatkuva avoin bijektio, jolloin se on homeo-
morfismi.
Osoitetaan nyt, että τ = τd. Näytetään aluksi, että perhe
D = {gσ(F o) | g ∈ G}
on avaruuden (A, τ) avoin peite. Olkoon a ∈ A, ja olkoot x ∈ F , h ∈ E ja k ∈ G kuten
väitteen 1 todistuksessa. Tällöin (3.13) nojalla
a ∈ B(a) ⊂ kσ(B(h−1x, r0)) ⊂ kσ(F o),
jolloin a ∈ ∪D, eli A ⊂ ∪D. Koska triviaalisti ∪D ⊂ A, niin tällöin ∪D = A, ja koska
jokainen U ∈ D on avoin avaruudessa A, niin tällöin D on avaruuden A avoin peite.
Olkoon U ∈ τ , ja merkitään Vg = U ∩ gσ(F o), missä g ∈ G. Tällöin yllä olevan nojalla
pätee, että
U =
⋃
{Vg | g ∈ G}
ja Vg on avaruuden gσ(F o) avoin osajoukko. Nyt jos g ∈ G ja a ∈ Vg, niin seuraa, että
g−1a ∈ g−1Vg ⊂ σ(F o),
jolloin joukko Wg = (σ|)−1(g−1Vg) on avoin avaruudessa F o ja
(σ|)−1(g−1a) ∈ Wg.
Merkitään z = (σ|)−1(g−1a). Nyt koska F o on avaruuden X avoin joukko, niin joukko
Wg on avoin myös avaruudessa X, jolloin löytyy sellainen ρ > 0, että B(z, ρ) ⊂ Wg.
Havaitaan, että σ|−1 = Φ| : σ(F o) → F o, jolloin koska g−1a ∈ σ(F ), niin lemman 3.7
nojalla pr1(g−1a) ⊂ E, jolloin vastaavasti kuin kohdan (3.14) osoituksessa saadaan, että
BA(a, ρ) ⊂ gσ(B(z, ρ)).
Tällöin pätee, että
BA(a, ρ) ⊂ g(g−1Vg) = Vg,
jolloin joukko Vg on avoin avaruudessa (A, τd) jokaisella g ∈ G. Siis U ∈ τd, jolloin seuraa,
että τ ⊂ τd.
Kääntäen olkoon a ∈ A ja ε > 0, ja näytetään, että BA(a, ε) ∈ τ . Koska avoimet kuulat
BA(a, ε) muodostavat topologian τd kannan, niin tällöin seuraa, että τd ⊂ τ . Havaitaan
nyt, että jos ε ≥ r0, niin BA(a, ε) = A ∈ τd. Tällöin voidaan olettaa, että ε < r0.
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Korvaamalla luku r0 luvulla ε väitteen 1 todistuksen nojalla löytyy sellaiset x ∈ F , h ∈ E
ja k ∈ G, että kohtien (3.10) ja (3.13) nojalla
B(h−1x, ε) ⊂ F o ja BdA(a, ε) = kσ(B(h−1x, ε)).
Nyt koska k−1BdA(a, ε) ⊂ σ(F o), niin kuvauksen σ| homeomorfisuuden nojalla joukko
k−1BdA(a, ε) on avoin avaruudessa σ(F o), jolloin se on avoin myös avaruudessa (A, τ).
Tällöin BdA(a, ε) ∈ τ , jolloin τd ⊂ τ , ja siten τd = τ . Tämä päättää väitteen 2 todistuksen.
Väite 3. Kuvaus Φ on peitekuvaus.
Todistus. Osoitetaan ensin, että Φ on surjektio, eli jokainen x ∈ X on muotoa gy joillakin
g ∈ G ja y ∈ F . Olkoon x ∈ GF o. Tällöin pätee, että B(x, r0) ∩GF o 6= ∅, jolloin löytyy
sellaiset y ∈ F o ja g ∈ G, että d(x, gy) < r0. Koska d on G-invariantti, niin
d(g−1x, y) = d(g−1x, g−1gy) = d(x, gy),
jolloin pätee, että g−1x ∈ B(y, r0).
Oletuksen nojalla löytyy sellainen h ∈ E, että B(y, r0) ⊂ hF , mikä on yhtäpitävää
sen kanssa, että h−1B(y, r0) ⊂ F . Koska joukko h−1B(y, r0) on avoin avaruudessa X,
niin seuraa, että h−1B(y, r0) ⊂ F o, jolloin B(y, r0) ⊂ hF o, ja siten g−1x ∈ EF o. Tällöin
pätee, että x ∈ GF o, ja siten GF o ⊂ GF o, jolloin GF o on suljettu. Toisaalta GF o on
yhdiste avoimista joukoista gF o, kun g ∈ G, jolloin se on avoin, ja siten avaruuden X
yhtenäisyyden nojalla X = GF o. Tällöin jokainen x ∈ X on muotoa gy, missä g ∈ G,
y ∈ F , jolloin kuvaus Φ on surjektio.
Olkoon nyt x ∈ X. Osoitetaan seuraavaksi, että V = B(x, r0) on pisteen x peiteym-
päristö.
(a) Näytetään aluksi, että
Φ−1V =
⋃{
B(y) | y ∈ Φ−1(x)} . (3.16)
Merkitään yhtälön oikeanpuoleista joukkoa W , ja olkoon z ∈ W . Tällöin z ∈ B(y)
jollakin y ∈ Φ−1(x), jolloin dA(y, z) < r0. Nyt koska rajoittuma Φ|B(y) käyttäytyy
isometrisesti, niin pätee, että
d(Φ(y),Φ(z)) = dA(y, z) < r0,
jolloin Φ(z) ∈ V . Tällöin z ∈ Φ−1V , ja siten W ⊂ Φ−1V . Kääntäen olkoon z ∈
Φ−1V . Tällöin löytyy k ∈ G niin, että kohtien (3.10) ja (3.11) nojalla
k−1z ∈ σ(F ) ja B(Φ(k−1z), r0) ⊂ F.
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Koska d on oletuksen nojalla G-invariantti, niin lauseen 3.6 nojalla seuraa, että
d(Φ(k−1z), k−1x) = d(Φ(z), x) < r0,
jolloin k−1x ∈ B(Φ(k−1z), r0) ⊂ F . Asetetaan nyt y = [k, k−1x], jolloin Φ(y) = x,
ja siis y ∈ Φ−1(x). Lisäksi y ∈ kσ(B(Φ(k−1z), r0)), jolloin kohdan (3.13) nojalla
y ∈ B(z). Tällöin z ∈ B(y) ⊂ W , mikä todistaa yhtälön (3.16).
(b) Näytetään, että B(y1) ∩ B(y2) = ∅, kun y1, y2 ∈ Φ−1(x) ja y1 6= y2. Olkoon z ∈
B(y1) ∩ B(y2). Tällöin y1, y2 ∈ B(z) ja Φ(y1) = x = Φ(y2). Väitteen 1 todistuksen
nojalla löytyy sellainen k ∈ G, että alkiot y1 ja y2 ovat muotoa [k, xi], kun i = 1, 2.
Tällöin
kx1 = Φ(y1) = Φ(y2) = kx2,
jolloin seuraa, että x1 = x2, ja siten y1 = y2.
(c) Olkoon y ∈ Φ−1(x). Näytetään, että kuvaus Φ| : B(y)→ V on tällöin hyvin määri-
telty homeomorfismi. Olkoon z ∈ B(y). Väitteen 1 todistuksen nojalla d(Φ(z), x) =
d(Φ(z),Φ(y)) < r0. Tällöin Φ(z) ∈ V , jolloin lauseen 3.6 rajoittuma Φ| on hyvin
määritelty maaliavaruutensa suhteen sekä jatkuva. Riittää siis enää tutkia kään-
teiskuvauksen olemassaolo ja jatkuvuus. Olkoon x′ ∈ F sellainen, että y = [g, x′]
jollakin g ∈ G. Väitteen 1 todistuksen nojalla tällöin löytyy sellainen h ∈ E, että
kun k = gh, niin kohdan (3.13) nojalla
B(y) = kσ(B(h−1x′, r0)). (3.17)
Tällöin koska gx′ = x, niin pätee, että x′ = g−1x, jolloin kohtien (3.10) ja (3.17)
nojalla seuraa, että
B(k−1x, r0) ⊂ F ja B(y) = kσ(B(k−1x, r0)). (3.18)
Olkoot tällöin Rk−1 : X → X ja Lk : A → A siirtokuvauksia vastaavissa avaruuksis-
sa, ja asetetaan σ′ olemaan yhdistetty kuvaus Lk ◦ σ ◦ Rh−1 rajoitettuna joukkoon
B(x, r). Tällöin kuvaus
σ′ : B(x, r0)
Rk−1 // B(k−1x, r0)
σ // σ(B(k−1x, r0))
Lk // kσ(B(k−1x, r0))
on hyvin määritelty ja jatkuva, ja (3.18) nojalla σ′(z) ∈ B(y) kaikilla z ∈ B(x, r0).
Nyt jos [l, w] ∈ B(y), niin (3.12) nojalla k−1l ∈ E, jolloin ekvivalenssirelaation (3.2)
nojalla
(σ′ ◦ Φ|)([l, w]) = σ′(Φ|([l, w])) = σ′(lw) = kσ(k−1lw) = k[e, k−1lw]
= k[k−1l, w] = [k(k−1l), w]
= [l, w],
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ja siten σ′ ◦ Φ| = idB(y). Toisaalta jos w ∈ B(x, r0), niin
(Φ| ◦ σ′)(w) = Φ|(σ′(w)) = Φ|(kσ(k−1w))
= Φ|([k, k−1w]) = k(k−1w)
= w,
jolloin Φ| ◦ σ′ = idB(x,r0). Tällöin σ′ on haluttu käänteiskuvaus, ja Φ| on homeomor-
fismi.
Kohtien (a), (b) ja (c) nojalla joukko V on pisteen x peiteympäristö, jolloin Φ on peite-
kuvaus. Tämä päättää väitteen 3 todistuksen.
Väitteiden 1, 2 ja 3 nojalla lauseen 3.8 väite seuraa.
3.2 Vapaa ryhmä ja ryhmän esitys
Määritellään seuraavaksi vapaan ryhmän käsite. Olkoot X ja Y joitakin pistevieraita
joukkoja, joiden välillä on bijektio θ : X → Y , ja merkitään X−1 = Y ja x−1 = θ(x).
Asetetaan lisäksi (x−1)−1 = x. Sanomme nyt, että äärellinen jono (a1, . . . , an) on joukon
X sana, jos a1 ∈ X ∪X−1 jokaisella i ∈ {1, . . . , n}.
Sanalla tarkoitamme siis joukon (X ∪X−1)n alkiota, kun n ≥ 0. Erityisesti tyhjä jono
on eräs joukon X sana. Kutsumme sitä tyhjäksi sanaksi. Yksinkertaisuuden vuoksi kirjoi-
tamme sanan (a1, . . . , an) yleensä muodossa a1 · · · an, ja sanomme, että kaksi sanaa ovat
samoja, jos ne ovat yhtä pitkiä ja niiden jäsenet vastaavat toisiaan. Toisin sanoen joukon
X sanat a1 · · · an ja b1 · · · bm ovat samoja, jos m = n ja ai = bi jokaisella i ∈ {1, . . . , n}.
Erityisesti tyhjä sana on yksikäsitteisesti määritelty, ja merkitsemme sitä symbolilla 1.
Määritelmä 3.19. Sanomme, että joukon X sana on supistetussa muodossa, jos jäsenet
x ja x−1 eivät esiinny sanassa peräkkäin millään x ∈ X. Lisäksi jos s1 = a1 · · · an ja
s2 = b1 · · · bm ovat joukon X sanoja, niin asetamme
s1 ∗ s2 = a1 · · · anb1 · · · bm,
jolloin s1 ∗ s2 on joukon X sana, joka on saatu sanojen s1 ja s1 yhdisteenä.
Havaitaan, että erityisesti s1 ∗ 1 = 1 ∗ s1 = s1. Merkitään [s] olemaan joukon X sanan
s supistettu muoto, eli sana, joka on saatu sanasta s poistamalla muotoa xx−1 ja x−1x
olevat lausekkeet. Koska jokaisesta joukon X sanasta saadaan äärellisen monen vaiheen
jälkeen supistetussa muodossa oleva sana, niin tämä on hyvin määritelty operaatio. Ol-
koon F (X) joukon X supistetussa muodossa olevien sanojen joukko, ja määritellään sille
laskutoimitus asettamalla
s1 · s2 = [s1 ∗ s2],
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kun s1, s2 ∈ F (X).
Lause 3.20. Joukko F (X) on ryhmä laskutoimituksen · suhteen.
Todistus. Havaitaan, että 1 ∈ F (X) ja s · 1 = 1 · s = s kaikilla s ∈ F (X). Tällöin tyhjä
sana 1 on neutraalialkio laskutoimituksen · suhteen. Lisäksi jos s ∈ F (X) ja kirjoitetaan
s = a1 · · · an, niin asettamalla t = a−1n · · · a−11 ja laskemalla [s ∗ t] ja [t ∗ s] saadaan, että
[s ∗ t] = 1 = [t ∗ s].
Tällöin t ∈ F (X), ja alkio t on alkion s käänteisalkio laskutoimituksen · suhteen. Riittää
siis enää osoittaa laskutoimituksen · liitännäisyys.
Olkoot s, t, p ∈ F (X), ja kirjoitetaan
s = a1 · · · an, t = b1 · · · bm, ja p = c1 · · · ck.
Havaitaan nyt, että nämä sanat ovat määritelmän nojalla supistetussa muodossa, jolloin
laskutoimituksessa · kaikki mahdolliset supistukset voivat tapahtua vain näiden sanojen
alku- tai loppupäistä. Tällöin voimme sopia seuraavista merkinnöistä. Olkoot imax =
min{n,m} ja jmax = min{m, k}, ja oletetaan, että i ∈ {0, . . . , imax} ja j ∈ {0, . . . , jmax}.
Merkitään
[s ∗ t] = a1 · · · an−ibi+1 · · · bm, ja [t ∗ p] = b1 · · · bm−jcj+1 · · · ck,
ja sovitaan kunkin sanan kohdalla, että jos i = imax = n, niin a1 · · · an−i = 1, ja jos
i = imax = m, niin bi+1 · · · bm = 1. Vastaavasti jos j = jmax = m, niin b1 · · · bm−j = 1, ja
jos j = jmax = k, niin cj+1 · · · ck = 1.
Jaetaan sanojen [[s ∗ t] ∗ p] ja [s ∗ [t ∗ p]] tarkastelu nyt kolmeen tapaukseen.
(1) Oletetaan, että i ≤ m− j− 1. Tämä on yhtäpitävää sen kanssa, että i+ 1 ≤ m− j,
jolloin
[[s ∗ t] ∗ p] = a1 · · · an−ibi+1 · · · bm−jcj+1 · · · ck,
ja
[s ∗ [t ∗ p]] = a1 · · · an−ibi+1 · · · bm−jcj+1 · · · ck.
Siis
[[s ∗ t] ∗ p] = [s ∗ [t ∗ p]].
(2) Oletetaan, että i ≥ m− j + 1. Nyt koska [s ∗ t] = a1 · · · an−ibi+1 · · · bm, niin
s = a1 · · · an−ib−1i b−1i−1 · · · b−11 . (3.21)
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Vastaavasti koska [t ∗ p] = b1 · · · bm−jcj+1 · · · ck, niin
p = b−1m · · · b−1m−j+1cj+1 · · · ck. (3.22)
Tällöin seuraa, että
[s ∗ t] ∗ p = a1 · · · an−ibi+1 · · · bmb−1m · · · b−1m−j+1cj+1 · · · ck, (3.23)
ja
s ∗ [t ∗ p] = a1 · · · an−ib−1i b−1i−1 · · · b−11 b1 · · · bm−jcj+1 · · · ck. (3.24)
Yhtälössä (3.23) havaitaan, että oletuksen nojalla kaikki jäsenet bi+1, . . . , bm supis-
tuvat pois jättäen jäljelle sanan
x = a1 · · · an−ib−1i · · · b−1m−j+1cj+1 · · · ck.
Tämä sana on nyt yhtälöiden (3.21) ja (3.22) nojalla supistetussa muodossa, jolloin
seuraa, että [[s ∗ t] ∗ p] = x. Vastaavasti oletuksen nojalla yhtälössä (3.24) jäsenet
b1, . . . , bm−j supistuvat pois jättäen sanan x, jolloin seuraa, että
[[s ∗ t] ∗ p] = x = [s ∗ [t ∗ p]].
(3) Oletetaan, että i = m−j. Nyt koska yhtälöt (3.21) ja (3.22) ovat voimassa, niin ole-
tuksen nojalla yhtälöstä (3.23) supistuu pois jäsenet bi+1, . . . , bm ja b−1m−j+1, . . . , b−1m
jättäen sanan
x = a1 · · · an−icj+1 · · · ck.
Vastaavasti oletuksen nojalla yhtälöstä (3.24) supistuu pois jäsenet b1, . . . , bm−j ja
b−11 , . . . , b
−1
i jättäen myös sanan x. Tällöin seuraa, että
[[s ∗ t] ∗ p] = [x] = [s ∗ [t ∗ p]].
Kohdista (1), (2) ja (3) seuraa, että (s · t) · p = s · (t · p), jolloin siis laskutoimitus · on
liitännäinen.
Kutsumme nyt ryhmää (F (X), ·) joukon X virittämäksi vapaaksi ryhmäksi, ja mää-
rittelemme sille luonnollisen inkluusion seuraavasti. Olkoon a ∈ X ja merkitään sitä vas-
taavaa yhden jäsenen mittaista sanaa xa ∈ F (X). Kutsumme kuvausta i : X → F (X),
i(a) = xa, inkluusioksi, ja merkitsemme sitä i : X ↪→ F (X).
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Lause 3.25. Olkoon F (X) joukon X vapaa ryhmä, ja olkoon i : X ↪→ F (X) inkluusio.
Olkoon G mikä tahansa ryhmä ja f : X → G jokin kuvaus. Tällöin on olemassa täsmälleen
yksi homomorfismi f¯ : F (X)→ G niin, että kaavio
X
f ""
i // F (X)
f¯

G
kommutoi.
Todistus. Kts. Johnson [8] teoreema 1, s. 8.
Olkoot nyt X jokin joukko, ja olkoot F (X) joukon X virittämä vapaa ryhmä ja R ⊂
F (X). Olkoon N ryhmän F (X) pienin normaali aliryhmä, joka sisältää joukon R, ja
merkitään sitä 〈R〉F (X). Nyt jos G on ryhmä ja f : X → G on jokin kuvaus, niin lauseen
3.25 nojalla on olemassa sellainen yksikäsitteinen homomorfismi f¯ : F (X) → G, jolle
pätee, että f¯ ◦ i = f .
Määritelmä 3.26. Sanomme, että ryhmä G on virittäjien x ∈ X ja relaatioiden r ∈ R
määrittelemä ryhmä, jos R ⊂ Ker(f¯) ja indusoitu homomorfimi ϕ : F (X)/ 〈R〉F (X) → G
on isomorfismi. Sanomme myös, että ryhmällä G on kuvauksen f antama esitys 〈X|R〉.
Yleensä joukkoX on ryhmän G osajoukko, ja kuvaukseksi f valitaan tavallinen inkluu-
sio f : X ↪→ G. Jos sekaannuksen vaaraa ei ole, jätämme kuvauksen f yleensä mainitse-
matta, ja puhumme vain ryhmän G esityksestä. Sanomme myös, että esitys 〈X|R〉 on
äärellinen, jos molemmat joukot X ja R ovat äärellisiä joukkoja.
Lause 3.27. Olkoon G lokaalisti kompakti Hausdorffin topologinen ryhmä. Oletetaan,
että G toimii isometrisesti yhdesti yhtenäisessä ja lokaalisti polkuyhtenäisessä metrisessä
avaruudessa X, ja olkoon F sellainen avaruuden X yhtenäinen osajoukko, että F leikkaa
jokaista G-rataa X:ssä. Olkoon E = G(F |F ), ja oletetaan, että löytyy sellainen luku
r0 > 0, että jokaista x ∈ F kohti löytyy h ∈ E niin, että B(x, r0) ⊂ hF . Tällöin jos
R =
{
x−1g · xh · x−1g−1h | F ∩ gF ∩ hF 6= ∅
}
⊂ F (E),
niin 〈E|R〉 on ryhmän G esitys.
Ennen tämän päätuloksen todistusta käymme läpi muutamia aputuloksia.
Lause 3.28. Olkoon G topologinen ryhmä, joka toimii isometrisesti yhtenäisessä met-
risessä G-avaruudessa X. Olkoon F sellainen avaruuden X osajoukko, että F leikkaa
jokaista G-rataa X:ssä, ja olkoon E = G(F |F ). Tällöin jos F ⊂ (EF )o, niin E virittää
ryhmän G.
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Todistus. Olkoon H joukon E virittämä ryhmän G aliryhmä. Havaitaan, että
H ⊂ HE ⊂ H,
jolloin HF = HEF , ja koska pätee, että
HF ⊂ H(EF )o = (HEF )o = (HF )o ⊂ HF,
niin joukko HF on avoin X:ssä. Nyt jos x ∈ X, niin oletuksen nojalla löytyy sellainen
y ∈ F , että y = g0x jollakin g0 ∈ G. Merkitään G/H olemaan ryhmän G kaikkien
vasemmanpuoleisten sivuluokkien gH kokoelma, jolloin g−10 ∈ g−10 H. Tällöin x = g−10 y ∈
g−10 HF , ja seuraa, että
X =
⋃
{gHF | gH ∈ G/H} .
Näytetään nyt, että X on erillinen yhdiste avoimista joukoista gHF , kun gH ∈ G/H.
Oletetaan, että
g1HF ∩ g2HF 6= ∅
joillakin g1, g1 ∈ G. Tällöin löytyy sellaiset h1, h2 ∈ H, että
(g1h1)F ∩ (g2h2)F 6= ∅,
jolloin pätee, että (h−12 g
−1
2 g1h1)F ∩ F 6= ∅. Tällöin h−12 g−12 g1h1 ∈ E ⊂ H, jolloin g−12 g1 ∈
H, ja siten g1 ∈ g2H. Tällöin g1H = g2H, jolloin seuraa, että
g1HF ∩ g2HF = ∅, kun g1H 6= g2H.
Nyt koska X on yhtenäinen, niin yllä olevan nojalla seuraa, että g1H = g2H kaikilla
g1, g2 ∈ G. Tällöin pätee, että g ∈ H jokaisella g ∈ G, eli G ⊂ H. Siis H = G.
Lemma 3.29. Olkoon X topologinen avaruus ja D kokoelma avaruuden X yhtenäisiä
osajoukkoja. Olkoon B avaruuden X sellainen yhtenäinen osajoukko, että B ∩ U 6= ∅
jokaisella U ∈ D. Tällöin joukko B ∪⋃ {U | U ∈ D} on yhtenäinen.
Todistus. Merkitään A = B ∪⋃ {U | U ∈ D}, ja tehdään vastaoletus, että A ei ole yhte-
näinen. Tällöin joukolla A on kaksi epätyhjää komponenttia C1 ja C2, jolloin joukon B
yhtenäisyydestä seuraa, että B ⊂ C1 tai B ⊂ C2.
Oletetaan, että B ⊂ C1. Tapaus B ⊂ C2 menee vastaavasti. Nyt jos U ∈ D, niin
löytyy sellainen x ∈ U , että x ∈ B ⊂ C1, jolloin koska joukko U on myös yhtenäinen, niin
myös U ⊂ C1. Tällöin seuraa, että A ⊂ C1, jolloin C2 = ∅, mikä on ristiriita. Siis väite
seuraa.
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Korollaari 3.30. Olkoon X G-avaruus, ja olkoon F avaruuden X epätyhjä yhtenäinen
osajoukko. Olkoon E = G(F |F ), ja oletetaan, että joukko E virittää koko ryhmän G.
Tällöin joukko GF on yhtenäinen.
Todistus. Osoitetaan aluksi induktiolla, että joukko EnF on yhtenäinen, kun n ≥ 1.
Lemman 3.29 nojalla EF = F ∪⋃ {gF | g ∈ E} on yhtenäinen, jolloin tapaus n = 1 on
selvä. Olkoon k ≥ 1, ja oletetaan, että EnF on yhtenäinen jokaisella n ≤ k. Havaitaan,
että
Ek+1F = E(EkF ) =
⋃
g∈E
gEkF = F ∪
⋃
g∈E
gEkF,
jolloin induktio-oletuksen sekä lemman 3.29 nojalla riittää osoittaa, että F ∩ gEkF 6= ∅
jokaisella g ∈ E.
Olkoon g ∈ E. Tällöin löytyy sellaiset x1, x2 ∈ F , että x1 = gx2. Koska e ∈ Ek, niin
seuraa, että F ⊂ EkF , jolloin gF ⊂ gEkF jokaisella g ∈ E. Tällöin
x1 = gx2 ∈ gF ⊂ gEkF,
ja siis F ∩ gEkF 6= ∅.
Havaitaan seuraavaksi, että E = E−1. Tällöin oletuksen nojalla jos g ∈ G, niin g ∈ En
jollakin n ≥ 1. Olkoon n(g) pienin tällainen luku, ja olkoon Bg = En(g)F , jolloin Bg on
yhtenäinen ja gF ⊂ Bg. Nyt koska Bg ⊂ GF jokaisella g ∈ G, niin seuraa, että
GF =
⋃
g∈G
gF ⊂
⋃
g∈G
Bg ⊂ GF,
eli GF =
⋃
g∈GBg. Toisaalta koska e ∈ En kaikilla n ≥ 1, niin
Be = EF ja F = eF ⊂ Bg, jokaisella g ∈ G.
Tällöin koska F on epätyhjä, niin Be∩Bg 6= ∅ kaikilla g ∈ G, ja siten lemman 3.29 nojalla
joukko GF on yhtenäinen.
Lauseen 3.27 todistus saadaan nyt seuraavasti.
Todistus. Olkoon H tekijäryhmä F (E)/ 〈R〉F (E), ja asetetaan f olemaan inkluusio E ↪→
G. Tällöin lauseen 3.25 nojalla kuvaus f indusoi homomorfismin f¯ : F (E) → G, jolle
pätee, että f¯(xg) = g jokaisella g ∈ E. Olkoon y ∈ R. Tällöin
y = x−1g · xh · x−1g−1h ja F ∩ gF ∩ hF 6= ∅.
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Nyt koska
f¯(y) = f¯
(
x−1g · xh · x−1g−1h
)
= f¯
(
x−1g
)
f¯ (xh) f¯
(
x−1g−1h
)
= f¯ (xg)
−1 f¯ (xh) f¯
(
xg−1h
)−1
= g−1h(g−1h)−1
= eG,
niin seuraa, että R ⊂ Ker(f¯). Siten myös 〈R〉F (E) ⊂ Ker(f¯), jolloin homomorfialauseen
1.34 nojalla kuvaus ϕ : H → G, ϕ(x 〈R〉F (E)) = f¯(x), on hyvin määritelty homomorfismi.
Olkoon
E ′ =
{
xg 〈R〉F (E) | g ∈ E
}
⊂ H.
Oletuksen nojalla pätee, että F ⊂ (EF )o, jolloin lauseen 3.28 nojalla joukko E virittää
ryhmänG. Tällöin joukko E ′ virittää ryhmänH, jolloin seuraa, että kuvaus ϕ on surjektio.
Tällöin riittää enää osoittaa, että ϕ on injektio.
Osoitetaan, että Ker(ϕ) = {eH}. Koska kuvauksen ϕ injektiivisyys ei riipu ryhmän G
topologiasta, emmekä ole kiinnostuneita G:n topologisista ominaisuuksista, voimme olet-
taa ryhmien G ja H topologiat olemaan diskreettejä. Tällöin kuvaus ϕ on jatkuva, ryh-
mä H on lokaalisti kompakti, ja G-avaruudesta X voidaan tehdä H-avaruus asettamalla
toiminnaksi
kx = ϕ(k)x, kun k ∈ H.
Näytetään, että pari (F,E ′) muodostaa perussysteemin:
(i) Oletuksen nojalla eG ∈ E. Nyt koska
x−1eG = x
−1
e−1G eG
= x−1eG · xeG · x−1e−1G eG ,
niin x−1eG ∈ R, jolloin xeG ∈ 〈R〉F (E). Tällöin seuraa, että
eH = 〈R〉F (E) = xeG 〈R〉F (E) ∈ E ′.
(ii) Olkoot k1, k2 ∈ E ′ sellaisia, että F ∩ k1F ∩ k2F 6= ∅. Tällöin pätee, että
F ∩ ϕ(k1)F ∩ ϕ(k2)F 6= ∅,
jolloin seuraa, että ϕ(k1), ϕ(k2) ∈ E. Merkitään g1 = ϕ(k1) ja g2 = ϕ(k2), ja olkoon
g3 = g
−1
1 g2. Tällöin g3 ∈ E. Lisäksi pätee, että k1 = xg1 〈R〉F (E), k2 = xg2 〈R〉F (E) ja
x−1g1 · xg2 · x−1g3 ∈ R. (3.31)
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Olkoon k3 = xg3 〈R〉F (E). Tällöin k3 ∈ E ′, ja seuraa, että
k−11 k2k
−1
3 =
(
x−1g1 〈R〉F (E)
)(
xg2 〈R〉F (E)
)(
x−1g3 〈R〉F (E)
)
= (x−1g1 · xg2 · x−1g3 ) 〈R〉F (E) .
Tällöin (3.31) nojalla k−11 k2k
−1
3 = eH , jolloin k
−1
1 k2 = k3 ∈ E ′.
Olkoon A perussysteemiin (F,E ′) liittyvä tekijäavaruus, ja olkoon Φ: A → X kuten
lauseessa 3.6. Tällöin lauseen 3.8 nojalla Φ on peitekuvaus. Näytetään, että se on itse
asiassa homeomorfismi.
Joukon F yhtenäisyyden nojalla myös σ(F ) on yhtenäinen, kun σ on kuvauksen Φ
osittainen sektio. Olkoon a ∈ A jokin piste, jolloin a = [k, x] joillakin k ∈ H ja x ∈ F .
Nyt
a = k[eH , x] ∈ kσ(F ) ⊂ Hσ(F ),
joten pätee, että A ⊂ Hσ(F ). Toisaalta triviaalisti Hσ(F ) ⊂ A, joten siis A = Hσ(F ).
Olkoot k ∈ E ′ ja g = ϕ(k) ∈ E. Tällöin löytyy sellaiset x1, x2 ∈ F , että gx1 = x2.
Asetetaan a1 = σ(x1) ja a2 = σ(x2). Nyt koska
kx1 = ϕ(k)x1 = gx1 = x2 ∈ F,
niin
ka1 = [k, x1] = [eH , kx1] = [eH , x2] = a2
ja siten k ∈ H(σ(F )|σ(F )). Tällöin E ′ ⊂ H(σ(F )|σ(F )), joten
H = 〈E ′〉 ≤ 〈H(σ(F ), σ(F ))〉 ≤ H,
ja täten H(σ(F )|σ(F )) virittää ryhmän H. Korollaarin 3.30 nojalla A on tällöin yhtenäi-
nen, jolloin lauseen 1.28 nojalla Φ on homeomorfismi.
Nyt seuraa, että Φ on erityisesti injektio. Olkoon k ∈ H(F |F ). Tällöin löytyy sellaiset
x, y ∈ F , joille kx = y. Nyt koska
Φ[eH , y] = y = kx = Φ[k, x],
niin [eH , y] = [k, x], eli k = e−1H k ∈ E ′, jolloin seuraa, että H(F |F ) ⊂ E ′. Olkoon k′ ∈
Ker(ϕ). Tällöin ϕ(k′) = eG, jolloin F ∩ k′F 6= ∅, ja siten k′ ∈ H(F |F ). Tällöin on
osoitettu, että
Ker(ϕ) ⊂ H(F |F ) ⊂ E ′.
Nyt jos edelleen k′ ∈ Ker(ϕ), niin löytyy sellainen g ∈ E, että k′ = xg 〈R〉F (E) ja g = ϕ(k′).
Tällöin pätee, että g = eG, jolloin
k′ = xg 〈R〉F (E) = xeG 〈R〉F (E) = eH ,
ja siis Ker(ϕ) = {eH}. Siis ϕ on injektio.
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Määritellään seuraavaksi perusjoukon käsite, ja osoitetaan, että sopivilla ehdoilla an-
netulle ryhmälle G löytyy äärellinen esitys.
Määritelmä 3.32. Olkoon X G-avaruus. Sanomme, että joukko F ⊂ X on perusjoukko,
jos GF = X, ja jos jokaiselle pisteelle x ∈ X löytyy ympäristö U ⊂ X niin, että sulkeuma
G(U |F ) on kompakti.
Havaitaan, että esimerkiksi esimerkin 2.2.(ii) toiminnalle joukko F = {0} ×R on eräs
perusjoukko. Kutsumme yleisesti sellaista joukkoa E, jolle yo. määritelmän jälkimmäinen
ehto on voimassa pieneksi. Perusjoukko on tällöin pieni joukko, jonka pisteiden radat
peittävät koko avaruuden. Myös joukko E = [0, 1] × [0, 1] on pieni yo. toiminnassa. Sen
sijaan joukko R× {0} ei ole pieni.
Palautetaan nyt mieleen eräs metrisiin avaruuksiin liittyvä tulos, jota kutsumme ni-
mellä Lebesguen peitelause.
Lause 3.33. Olkoon X metrinen avaruus, F ⊂ X kompakti joukko, ja D joukon F avoin
peite. Tällöin on sellainen λ > 0, että jos x ∈ F , niin B(x, λ) ⊂ U jollakin U ∈ D.
Todistus. Kts. Väisälä [13], lause 13.33.
Lause 3.34. Olkoon G diskreetti topologinen ryhmä, joka toimii isometrisesti yhdesti yhte-
näisessä ja lokaalisti polkuyhtenäisessä metrisessä avaruudessa X, ja olkoon F avaruuden
X yhtenäinen ja kompakti perusjoukko. Tällöin ryhmällä G on äärellinen esitys.
Todistus. Olkoon E = G(F |F ), ja näytetään aluksi, että E on äärellinen joukko. Olkoon
D pisteiden x ∈ F kaikkien niiden ympäristöjen U(x) kokoelma, joille pätee, että sulkeu-
ma G(U(x)|F ) on kompakti. Koska G on diskreetti topologinen ryhmä, nämä sulkeumat
ovat äärellisiä joukkoja, ja siten G(U |F ) on äärellinen jokaisella U ∈ D. Havaitaan, että
kokoelma D on joukon F avoin peite, jolloin löytyy D:n äärellinen avoin osapeite D0, ja
lemman 2.12 nojalla pätee, että
E = G(F |F ) ⊂ G(∪D0|F ) =
⋃
U∈D0
G(U |F ).
Koska joukot G(U |F ) ovat äärellisiä, kun U ∈ D0, ja kokoelma D0 on äärellinen, niin
seuraa, että E on äärellinen joukko.
Osoitetaan seuraavaksi, että löytyy sellainen yhtenäinen joukkoW ⊂ X, joka toteuttaa
lauseessa 3.27 joukolle F annetut ehdot. Olkoon g ∈ G, ja asetetaan ρg = d(F, gF ). Olkoon
r1 = min{inf{ρg | g ∈ G \ E}, 1},
ja näytetään, että r1 > 0.
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Tehdään vastaoletus, että r1 = 0. Olkoon x ∈ F jokin piste, ja olkoon U pisteen x
ympäristö niin, että G(U |F ) on kompakti. Tällöin löytyy tx > 0 niin, että B(x, tx) ⊂ U ,
jolloin vastaavasti kuin yllä seuraa, että G(B(x, tx)|F ) on äärellinen joukko. Lemman 2.12
nojalla tällöin myös G(F |B(x, tx)) on äärellinen.
Olkoon
B = {B(x, tx) | x ∈ F},
jolloin kokoelma B on joukon F avoin peite, ja siis löytyy B:n avoin osapeite B0. Lebesguen
peitelauseen 3.33 nojalla tällöin löytyy λ > 0 niin, että
B(F, λ) :=
⋃
{B(x, λ) | x ∈ F} ⊂ ∪B0.
Vastaoletuksen nojalla jokaiselle n ∈ N löytyy g ∈ G \ E niin, että ρg < λ/2n. Toisaalta
koska F ja gF ovat kompakteja joukkoja, niin pätee, että jos g ∈ G \ E, niin ρg > 0.
Tällöin löytyy äärettömän monta g ∈ G \ E, joille ρg < λ.
Olkoot
H1 = {g ∈ G \ E | ρg < λ} ja H2 =
⋃
{G(F |U) | U ∈ B0},
jolloin erityisesti H1 on ääretön joukko, ja H2 on äärellinen joukko. Havaitaan nyt, että
jos g ∈ H1, niin ρg < λ, jolloin löytyy y ∈ gF niin, että y ∈ B(F, λ) ⊂ ∪B0. Tällöin y ∈ U
jollakin U ∈ B0, ja siis g ∈ G(F |U) ⊂ H2. Siis H1 ⊂ H2, mikä on ristiriita, jolloin seuraa,
että r1 > 0.
Asetetaan nyt r2 = r1/4, ja olkoon
V = B(F, r2) :=
⋃
{B(x, r2) | x ∈ F}.
Oletuksen nojalla jokaiselle x ∈ F löytyy polkuyhtenäinen ympäristö Wx ⊂ V . Olkoon
D1 = {Wx | x ∈ F},
ja asetetaan W = ∪D1. Havaitaan, että Wx ∩ F 6= ∅ jokaisella x ∈ F , joukko F on
yhtenäinen, ja kokoelma D1 on joukon F peite. Tällöin lemman 3.29 nojalla joukko W on
yhtenäinen. Näytetään nyt, että joukolle W on voimassa seuraavat kolme seikkaa:
(a) W ∩ gW 6= ∅ jos ja vain jos g ∈ E, jolloin E = G(W |W ): Oletetaan, että g ∈ E.
Tällöin F ∩ gF 6= ∅, jolloin löytyy sellaiset x1, x2 ∈ F , että x1 = gx2. Koska
F ⊂ W , niin tällöin W ∩ gW 6= ∅. Kääntäen jos W ∩ gW 6= ∅, niin löytyy sellaiset
x1, x2 ∈ W , että x1 = gx2. Nyt jos tehdään vastaoletus, että F ∩ gF = ∅, niin
seuraa, että ρg > 3r2. Koska W ⊂ V , niin seuraa, että
x1 ∈ B(y1, r2) ja x2 ∈ B(y2, r2)
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joillakin y1, y2 ∈ F . Lisäksi koska G toimii isometrisesti, niin
x1 = gx2 ∈ gB(y2, r2) = B(gy2, r2).
Tällöin seuraa, että B(y1, r2) ∩B(gy2, r2) 6= ∅, jolloin
ρg ≤ d(y1, gy2) < 2r2,
mikä on ristiriita. Siis g ∈ E.
(b) Joukko W leikkaa jokaista G-rataa avaruudessa X: Olkoon x ∈ X. Nyt oletuksen
nojalla löytyy sellainen y ∈ F ja sellainen g ∈ G, että x = gy. Tällöin g−1x = y ∈
F ⊂ W , joten
Gx ∩W 6= ∅.
(c) Joukko
R =
{
x−1g1 · xg2 · x−1g−11 g2 | W ∩ g1W ∩ g2W 6= ∅
}
⊂ F (E)
on äärellinen. Tämä seuraa kohdasta (a) sekä joukon E äärellisyydestä.
Havaitaan lisäksi, että jos x ∈ W , niin oletuksen nojalla löytyy sellainen g ∈ G, että
x ∈ gF . Tällöin x ∈ gW , jolloin kohdan (a) nojalla g ∈ E, ja siis x ∈ EF . Tällöin seuraa,
että
W ⊂ EF ⊂ EW.
Joukon E äärellisyydestä seuraa, että joukko EF on kompakti. Lisäksi kokoelma
D2 = {gW | g ∈ E}
on joukon EF avoin peite. Tällöin Lebesguen peitelauseen 3.33 nojalla löytyy sellainen
r0 > 0, että jos x ∈ W , niin B(x, r0) ⊂ gW jollakin g ∈ E, jolloin väite seuraa lauseesta
3.27.
3.3 Parakompaktit avaruudet ja esityslause
Palataan nyt hetkeksi aikaa topologian perusmääritelmiin, ja määritellään ns. parakom-
paktit avaruudet.
Määritelmä 3.35. (a) Olkoon X avaruus. Sanomme, että perhe (Aj)j∈J avaruuden
X osajoukkoja on lokaalisti äärellinen, jos jokaista pistettä x ∈ X kohti löytyy
sellainen pisteen x ympäristö U(x), että U(x) ∩ Aj 6= ∅ vain äärellisen monella
indeksillä j ∈ J .
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(b) Olkoot D1 = {Aα | α ∈ A} ja D2 = {Bβ | β ∈ B} kaksi avaruuden X peitettä.
Sanomme, että peite D2 on peitteen D1 tihennys (engl. refinement), jos jokaista
β ∈ B kohti löytyy sellainen α ∈ A, että Bβ ⊂ Aα.
Määritelmä 3.36. Sanomme, että Hausdorffin avaruus X on parakompakti, jos sen jo-
kaisella avoimella peitteellä on avoin lokaalisti äärellinen tihennys.
Ei liene erityisen yllättävää, että kaikki kompaktit avaruudet ovat parakompakteja.
Todistetaan tämä nyt seuraavan lemman muodossa.
Lemma 3.37. Kompakti avaruus on parakompakti.
Todistus. Olkoon X kompakti avaruus, ja olkoon D = {Aα | α ∈ A} avaruuden X
avoin peite. Tällöin avaruuden X kompaktiuden nojalla peitteelle D löytyy avoin osapeite
D0 = {Aα | α ∈ B}, missä B ⊂ A on äärellinen. Nyt jos x ∈ X, niin valitsemalla U(x) = X
saadaan, että U(x) ∩ Aα 6= ∅ korkeintaan äärellisen monella α ∈ B, jolloin seuraa, että
peite D0 on lokaalisti äärellinen. Lisäksi koska peite D0 on peitteen D avoin osapeite,
niin seuraa, että D0 on peitteen D avoin lokaalisti äärellinen tihennys, jolloin seuraa, että
avaruus X on parakompakti.
Lähdemme nyt todistamaan haluamaamme päätulosta, jota kutsumme myös nimel-
lä esityslause, käyttäen aiemmissa luvuissa esiintyneitä tuloksia. Tarvitsemme kuitenkin
vielä yhden oleellisen välituloksen, mitä varten tarvitsemme lauseen, joka liittää parakom-
paktit avaruudet ryhmän toiminnan suhteen invariantteihin metriikoihin. Seuraava lause
on peräisin J. L. Koszulin kirjasta Lectures on Groups of Transformations.
Lause 3.38. Olkoon G lokaalisti kompakti topologinen ryhmä, jonka toiminta lokaalisti
kompaktissa ja metristyvässä avaruudessa X on vahva. Tällöin jos rata-avaruus X/G on
parakompakti, niin avaruudella X on olemassa G-invariantti metriikka.
Todistus. Kts. Koszul [10], teoreema 3, s. 9–12.
Lause 3.39. Olkoon G diskreetti topologinen ryhmä, jonka toiminta yhdesti yhtenäisessä,
lokaalisti polkuyhtenäisessä sekä lokaalisti kompaktissa metristyvässä avaruudessa X on
vahva. Oletetaan, että rata-avaruus X/G on kompakti. Tällöin ryhmällä G on äärellinen
esitys.
Todistus. Koska lemman 3.37 nojalla jokainen kompakti avaruus on parakompakti, niin
lauseen 3.38 nojalla avaruudella X on olemassa G-invariantti metriikka. Tällöin lauseen
3.34 nojalla riittää osoittaa, että avaruudella X on yhtenäinen ja kompakti perusjoukko.
Olkoon x ∈ X jokin piste, ja olkoonW (x) pisteen x sellainen ympäristö, että sulkeuma
W (x) on kompakti. Nyt koska avaruus X on lokaalisti polkuyhtenäinen, pisteellä x on
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olemassa polkuyhtenäinen ympäristö B(x) ⊂ W (x), jolloin seuraa, että pisteellä x on
olemassa sellainen yhtenäinen ympäristö B(x), että sulkeuma B(x) on kompakti. Olkoon
pi : X → X/G kanoninen projektio, jolloin kokoelma D = {pi(B(x)) | x ∈ X} on rata-
avaruuden X/G avoin peite. Tällöin oletuksen nojalla löytyy sellainen äärellinen K =
{x1, . . . , xn} ⊂ X, että kokoelma {pi(B(x)) | x ∈ K} on D:n avoin osapeite.
Osoitetaan induktiolla, että jokaista indeksiä j ∈ {1, . . . , n} kohti löytyy indeksijouk-
ko Ij ⊂ {1, . . . , n} niin, että #Ij = j, ja kaikilla i ∈ Ij löytyy gi ∈ G, jolla yhdiste⋃
i∈Ij giB(xi) on yhtenäinen. Jos j = 1, niin valitsemalla Ij = {1} ja g1 = e saadaan, että
giB(x1) on yhtenäinen, jolloin väite on selvä. Olkoon m ∈ {1, . . . , n − 1}, ja oletetaan,
että väite pätee kaikilla j ≤ m. Osoitetaan, että väite on voimassa myös indeksille m+ 1.
Olkoon j = m + 1. Induktio-oletuksen nojalla löytyy indeksijoukko Im, niin, että
kaikilla i ∈ Im löytyy gi ∈ G, jolla joukko U1 =
⋃{giB(xi) | i ∈ Im} on yhtenäinen.
Merkitään
V1 := pi (U1) ja V2 := pi
(⋃
{B(xk) | k ∈ {1, . . . , n} \ Im}
)
,
jolloin lauseen 2.11 nojalla V1 ja V2 ovat avoimia ja epätyhjiä joukkoja, jotka peittävät
rata-avaruuden X/G. Avaruuden X yhtenäisyyden nojalla myös rata-avaruus X/G on yh-
tenäinen, jolloin joukkojen V1 ja V2 leikkaus on oltava epätyhjä. Tällöin jollakin indeksillä
i0 ∈ {1, . . . , n} \ Im pätee, että
V1 ∩ pi(B(xi0)) 6= ∅,
jolloin löytyy pisteet x ∈ U1 ja y ∈ B(xi0) niin, että ne kuuluvat samaan rataan. Tällöin
löytyy jokin gi0 ∈ G niin, että
U1 ∩ gi0B(xi0) 6= ∅,
jolloin yhdiste U1 ∪ gi0B(xi0) on yhtenäinen. Valitsemalla Ij = Im ∪ {i0} saadaan, että
väite pätee myös indeksille j.
Olkoon F1 =
⋃n
i=1 giB(xi), jolloin ylläolevan nojalla se on yhtenäinen joukko. Osoite-
taan, että joukko F = F1 on haluttu avaruuden X perusjoukko. Joukon F yhtenäisyys
seuraa suoraan joukon F1 yhtenäisyydestä, ja kompaktius yhdisteen F1 äärellisyydestä
sekä joukkojen B(x) valinnasta. Riittää siis osoittaa, että joukko F on perusjoukko.
Olkoon x ∈ X, ja merkitään V = pi(F1). Koska joukko V peittää koko rata-avaruuden
X/G, niin tällöin radalle Gx pätee, että Gx ∈ V , ja siis löytyy g ∈ G niin, että gx ∈ F1.
Tällöin x ∈ GF1 ⊂ GF , jolloin seuraa, että GF = X. Jälkimmäisen perusjoukon ominai-
suuden todistamiseksi asetetaan S(x) = F1∪B(x), kun x ∈ X. Tällöin S(x) on kompakti
jokaisella x ∈ X, jolloin koska toiminta oletettiin olevan vahva, niin G
(
S(x)
∣∣∣S(x)) on
kompakti jokaisella x ∈ X, ja lemman 2.12 nojalla
G(B(x)|F ) ⊂ G(S(x)|S(x)) ⊂ G
(
S(x)
∣∣∣S(x)) .
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Tällöin seuraa, että G(B(x)|F ) on kompakti, jolloin olemme osoittaneet, että F on ava-
ruuden X perusjoukko.
Lauseen 3.39 sekä aiemmissa luvuissa esiintyneiden tulosten avulla voimme nyt osoit-
taa tämän työn päätuloksen.
Lause 3.40. (Esityslause) Jokaisen yhtenäisen ja kompaktin n-moniston perusryhmällä
on äärellinen esitys.
Todistus. Olkoon M yhtenäinen ja kompakti n-monisto. Lauseen 1.44 nojalla monistol-
la M on metristyvä ja lokaalisti polkuyhtenäinen universaalipeiteavaruus X. Lauseen
2.22 nojalla automorfismiryhmä Aut(X,M, p) varustettuna diskreetillä topologialla toimii
vahvasti avaruudessa X ja rata-avaruus X/Aut(X,M, p) on kompakti. Tällöin edellisen
lauseen 3.39 nojalla automorfismiryhmällä Aut(X,M, p) on äärellinen esitys, jolloin väite
seuraa korollaarista 1.38.
Esityslauseen 3.40 hyötyä on hankala kuvailla. Eräs perusryhmiin liittyvä kysymys on
sellainen, että voidaanko jokaista annettua ryhmää G kohti löytää sellainen avaruus X,
jonka perusryhmä olisi isomorfinen ryhmän G kanssa. Esityslauseen 3.40 nojalla vastaus
on kielteinen, jos avaruudeksi X halutaan kompakti ja yhtenäinen monisto. Osoittautuu
kuitenkin, että esityslauseen 3.40 tulos voidaan kääntää, jolloin jokaista annettua äärellistä
esitystä kohti löytyy sellainen äärellisulotteinen kompakti ja yhtenäinen monisto M , että
tämä esitys määrittelee avaruuden M perusryhmän.
Käytännössä esityslause 3.40 on kuitenkin matemaattinen kuriositeetti. Tässä työssä
esiintyneiden lauseiden ja esitetyn teorian valossa voitaisiin jatkaa esitysten tarkastelua
esimerkiksi luopumalla avaruuden M kompaktiudesta tai korvaamalla se jollakin heikom-
malla ehdolla. Lisäksi topologisten transformaatioryhmien tarkastelua voidaan laajentaa
sekä parakompaktien avaruuksien että perusjoukkojen avulla.
Näistä sekä muista kiinnostavista aiheista voi löytää lisää alla olevaan kirjallisuusluet-
teloon listatuista teoksista sekä myös muusta alan kirjallisuudesta.
57
Kirjallisuutta
[1] Abels, Herbert & Strantzalos, Polychronis: Proper Transformation Groups, käsikirjoi-
tus, 2001.
[2] tom Dieck, Tammo: Algebraic Topology, European Mathematical Society, 1. painos,
Zürich, 2008.
[3] Dold, Albrecht: Lectures on Algebraic Topology, Springer-Verlag Berlin Heidelberg New
York, 1972.
[4] Elfving, Erik: Transformaatioryhmät, luentomuistiinpanot, löydettävissä toistaisek-
si osoitteesta: https://wiki.helsinki.fi/pages/viewpage.action?pageId=112438547, Hel-
sinki, 2013.
[5] Fulton, William: Algebraic Topology A First Course, 1. painos, Springer-Verlag, Inc.,
New York, 1995.
[6] Hatcher, Allen: Algebraic Topology, elektroninen painos, Cambridge University Press,
Cambridge, 2002.
[7] Häsä, Jokke & Rämö, Johanna: Johdatus Abstraktiin Algebraan, 3. korjattu painos,
Gaudeamus Helsinki University Press, Helsinki, 2015.
[8] Johnson, D. L.: Presentations of Groups, 2. painos, Cambridge University Press, Cam-
bridge, 1997.
[9] Kawakubo, Katsuo: The Theory of Transformation Groups, 1. painos, Oxford Univer-
sity Press, New York, 1991.
[10] Koszul, J. L.: Lectures on Groups of Transformations, Tata Institute on Fundamental
Research, Bombay, 1965.
[11] Lang, Serge: Algebra, 3. korjattu painos, Springer Science+Business Media LCC, New
York, 2005.
58
[12] Massey, William S.: Algebraic Topology: An Introduction, Harcourt, Brace & World,
Inc. USA, 1967.
[13] Väisälä, Jussi: Topologia I, 4. korjattu painos, Limes ry, Helsinki, 2007.
[14] Väisälä, Jussi: Topologia II, 2. korjattu painos, Limes ry, Helsinki, 2005.
59
